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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre

Dans ce cours, on s’intéresse a I’estimation du minimiseur m d’une fonction convexe G : R — R
définie pour tout 1 € R? par
G(h) :=E[g(X,h)]

avec g : X x R — R, et X' un espace mesurable. On peut par exemple considérer X = R ou
! , . .
X = R¥. Dans ce cours, on se concentrera sur deux catégories de fonctions : fortement convexes

et strictement convexes.

1.1.1 Fonctions fortement convexes

Moyenne d’une variable aléatoire : Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?. On peut voir

la moyenne m de X comme le minimiseur de la fonction G définie pour tout i € R par

1

Gh) = 5

E [||IX —h|* = | X]1?]

A noter que le terme || X||?> dans la définition de la fonction G permet de ne pas avoir a faire

d’hypothése sur I'existence du moment d’ordre 2 de X. De plus, on a
VG(h) = —E[X —H]
et donc m = [E[X] est 'unique zéro du gradient de la fonction G. Enfin, on a
V3G(h) = I,

et la Hessienne est donc définie positive et uniformément minorée sur R?. Ainsi, la fonction G est

fortement convexe et la moyenne m est bien son unique minimiseur.

Régression linéaire : Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans X = R? x R tel
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que
Y =0"X+e¢, (1.1)

oi1 § € R? et € est une variable aléatoire indépendante de X vérifiant [E[e] = 0. On suppose que
X et € admettent des moments d’ordre 2 et que la matrice E [XX”] est définie positive. Alors le
paramétre 6 est 'unique minimiseur de la fonction G : R? — R définie pour tout h € R? par

G(h) = %]E [(Y - th)Z] :
En effet, comme X et € admettent un moment d’ordre 2, la fonction G est différentiable et
VG(h) = —E [(Y - hTX) x}
En particulier, on a
VG(0) = —E [(Y - GTX> X] — —E[eX] = —E [E [¢| X] X] = 0.

De plus, comme X admet un moment d’ordre 2, la fonction G est deux fois différentiable et pour
tout h € RY,
V2G(h) = E {XXT} :

Cette matrice étant (supposée) définie positive, la Hessienne est uniformément minorée sur IR et

la fonction G est donc fortement convexe, ce qui fait de 6 son unique minimiseur.

Remarque 1.1.1. Bien que la matrice XX soit au plus de rang 1, la matrice E [XX"] peut étre définie po-
sitive. En effet, si considere un vecteur aléatoire gaussien Z ~ N (0, 1), sa matrice de variance-covariance

E [ZZT} = Var[Z] = Iy

est définie positive.

1.1.2 Fonctions strictement convexes

Régression logistique : On consideére un couple de variables aléatoires (X,Y) a valeurs dans
R? x {0,1} tel que
L(Y|X) =B (7‘[ (eTx)) , (1.2)

avec 7T(x) = oplx) . Op peut voir le paramétre § comme un minimiseur de la fonction G : RY —

— Irexp(x)”
R définie pour tout & € R? par

G(h)=E [log (1 + exp (hTX)> - hTXY] .
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En effet, si la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2, la fonction G est différentiable et
pour tout i € RY,

exp (hTX)

VG =E | o i x)

X—-XY

—E [n (hTX) X — XY] .
En particulier, comme E [Y|X] = 7 (67X), on a
VGO) =E (7 (67x) = Y) x| =B [E[ (7 (67X) —¥) X|x|| = E | (= (67X) —E[¥]X]) x| =0.
De plus, comme X admet un moment d’ordre 2, la fonction G est deux fois différentiable et
V2G(h) = E [n (hTX) (1 — (hTX)) XXT}

qui est au moins semi-définie positive. On supposera par la suite que la Hessienne en 0 est définie

positive, et donc que la fonction G est strictement convexe et que 6 est son unique minimiseur.

Médiane d’une variable aléatoire : Soit X € IR une variable aléatoire et on suppose que sa fonction
de répartition est strictement croissante et continue au voisinage de sa médiane notée m. Celle ci

est alors le minimiseur de la fonction G : R — IR définie pour tout i1 € R par
G(h)=E|[|X —h|].

En effet, on rappelle que pour toute variable aléatoire X, grace au théoreme de Fubini-Tonelli,

/()+OOH’[ZEt]dt:/0+w]E[1z>t]dt:]E [/Omltth} — E [/Ozldt] ~E[Z].

Ainsi, on peut réécrire, pour tout 1 € R
+oo0 +oo o0
G(h):/ P[[X—h\zt]dt:/ P[X2t+h]dt+/ P[X < h— t]dt
0 0 0
400 h
_ [T —F(t))dt+/ F(t)dt
h —0
Ainsi pour tout i1, on a G'(h) = 2F(h) — 1 et donc m est bien 'unique minimiseur de la fonction G.

A noter que pour ne pas avoir a faire d’hypothese sur I'existence du moment d’ordre 1 de |X|, on

peut réécrire la fonction G comme

G(h) =E[|X —h| = [X]].

Médiane géométrique : On considére une variable aléatoire X a valeurs dans RY. La médiane
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géométrique de X est un minimum de la fonction G : R — R définie pour tout & € R? par
G(h) == E[IX —h] - IX]],

ot ||.|| est la norme euclidienne de IRY. A noter que la fonction G est différentiable avec pour tout
heRY,

vcm):—m{ X_h].

IX = h|

Sous certaines hypotheses, la fonction G est deux fois continiment différentiable avec pour tout

heRY,
1 (h_(X—hXX—hﬂ>]
| X — k| X — h? '

La Hessienne de G est donc au moins semi-définie positive. On supposera par la suite qu’elle est

V2G(h) = E

strictement positive en m, et donc que la fonction G est strictement convexe.

1.2 M-estimateurs

1.2.1 Définition et exemples

On rappelle que 1'objectif est d’estimer le minimisieur m de la fonction G définie pour tout & € R“

par
G(h) = E[g (X, h)].

Comme on ne sait généralement pas calculer explicitement G (ou son gradient), on ne peut géné-
ralement pas calculer (ou approcher) directement la solution. Pour pallier ce probleme, on consi-
dere maintenant des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Xj, ..., X,
de méme loi que X. Une possibilité pour estimer m est alors de considérer la fonction empirique

Gy, définie pour tout & € R? par
Gu(h) =

S|~

Y g (X h)
k=1

A noter que par la loi des grands nombres, si g(X, ) admet un moment d’ordre 1 (ce qui est la

condition sine qua none pour que la fonction G soit bien définie en h),

Gn(h) —2— G(h).

n——+0o

Un M-estimateur de m est un minimiseur 7, de la fonction empirique G,. A noter que 7, n’est

pas toujours explicite, mais il existe tout de méme quelques exemples ol on sait le calculer.

Exemple 1 : estimation de la moyenne. Dans le cas de I'estimation de la moyenne, la fonction
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empirique est définie pour tout h € R par
1 ¢ 2 2
Go() = 5 3 1% = hI2 = X2,
k=1
et on obtient donc 71,, = X,,. A noter que si X admet un moment d’ordre 2, le TLC nous donne
< L

Vi (X, —m) — N (0, Var(X)).

Remarque 1.2.1. En notant que H := V2G(m) = I; et que
%= E [vhg (X, m) Vg (x,m)T] —E [(x —m)(X — m)T} = Var(X),

oit V,9(X, h) est le gradient de g par rapport a la deuxieme variable, on peut réécrire le TLC précédent
comime
i (g —m) —5— N (0, HT'ZH).

n——+o0

Exemple 2 : la régression linéaire. Dans le cas de l'estimation du parametre de la régression

linéaire, on a

1 2
Gn(h):ﬂZ<XkTh—Yk) .
k=1

Si la matrice X = (X, ... Xn)T est de rang plein, on rappelle que le minimiseur de la fonction G,

est ’estimateur des moindres carrés défini par
) T\ 'y T
6, = (xxT) XY
T
avecY = (Yq,...,Y,) .

Remarque 1.2.2. Sous certaines hypotheses, on peut montrer que si la matrice Hessienne H := E [XXT]
est définie positive (et donc inversible), on a la normalité asymptotique

Vi (0 — 0) —=— N (0, Var [e] H™) .

n—+400

De plus, en remarquant que

S :=E [vhg (X,0) th(X,G)T} =
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on peut réécrire la normalité asymptotique comme

Vi (0 —0) —=— N (0, H'=H ).

n—-4o00

Exemple 3 : médiane d’une variable aléatoire réelle. Dans le cas de I'estimation de la médiane

d’une variable aléatoire X, la fonction empirique s’écrit

Z | Xk — h| — [Xkl,

et on rappelle qu'un minimiseur de G, est la médiane empirique 71, = X ([2])"

Cependant, dans une grande majorité des cas tels que l'estimation de la médiane géométrique
ou 'estimation des parametres de la régression logistique, on ne sait pas calculer explicitement le
minimum de la fonction G,. On peut néanmoins utiliser les méthodes d’optimisation déterministes

usuelles pour approcher 7.

Exemple 1:1a régression logistique. Dans le cadre de la régression logistique, on a
Gn(h)=—=) log(l+4+exp(h X;))—h X;Y;,
n = 1 141

et il n’existe pas de solution explicite. Cependant, on peut, par exemple, utiliser un algorithme de

gradient pour approcher 7i1,,. Celui-ci est défini de maniere itérative pour tout t > 0 par
Mp41 = Myt — ﬂtvcn (mn,t)

ou 77; est une suite de pas positifs (cf cours d’optimisation pour plus de précisions).

Exemple 2 : estimation de la médiane géométrique. Dans le cas de la médiane géométrique, la

fonction empirique est définie pour tout & € R par

3\»—\

n
Z [ Xic = Al = [ Xkl

et un minimiseur de G, est donc un zéro du gradient de G, i.e
n

X — 1
ZHk n

|

La encore, il n’existe pas de solution explicite, mais on peut réécrire I'égalité précédente comme

yroo X
_ H=T Xt

Zi’l 1
k=1 [ X;— it ]

et on peut donc approcher 71, a I'aide d’un algorithme de point fixe, conduisant a 1’algorithme
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itératif suivant (algorithme de Weiszfeld [Wei37])

Y ek
_ k=1 X —m]
Mut+1 = —Zn 1

k=1 7] X; — |

Remarque 1.2.3. A noter que I'on peut réécrire I'algorithme de Weiszfeld comme

n 1 Xe—mur n
n (= X = mae]

My tr1 = Myt + VG, (M)

Zn 1 - ZH 1
k=1 Hkamn,tH k=1 ”kamn/f”

et I'on peut donc voir I'algorithme de Weiszfeld comme un algorithme de gradient avec

. n
= Zn 1 '
k=1 [ Xje— 1]

1.2.2 Un résultat de convergence

Le théoréme suivant généralise les résultats donnés dans les remarques 1.2.1 et 1.2.2. A noter que

les hypotheses présentées ne sont pas minimales mais rendent la preuve accessible.

Théoreme 1.2.1. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
e 1i1, converge en probabilité vers m.
e Pour presque tout x, la fonction g(x,.) est deux fois continfiment différentiable.
Pour presque tout x, la Hessienne V2g(x,.) est L(x)-lipschitz, i.e pour tout h, i’ € R?,

IVig (x,h) = Vig (x, W) [, < L(x) [l = 1]

oit ||.||op est la norme spectrale.
L(X) et V2g(X, m) admettent des moments d’ordre 1.
La Hessienne de G en m est inversible.

Alors
VA (1 = m) —=— N (0,H'ZH ")

n——+400
avec
H=V?G(m) e L=E {th(X,m) Vig (X,m)T} .

Démonstration. Comme 71,, est un minimiseur local de G;;, on a

1 & .
0==Y Vg (Xp i) .
3

Comme pour presque tout x, la fonction g(x,.) est deux fois contintiment différentiable, a 1’aide
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d’un développement de Taylor, on a presque slirement
1 n
E Vg (X, 1ity) — = 2 Vg (Xy,m) + . Y Vg (X, m)
k=1
- thg Xp,m) + — Z/ V2g (Xp, m + t (1t — m)) (1t — m) dt
On peut donc réécrire 1'égalité précédente comme
1 & N
—— Z Vg (Xg, m) = Hy (11, — m)
=
avec
18
- Z/ V2g (Xy, 1+ t (1t — m)) dt
=
1 & 1 N
= Y VBg (Xem) + [ (Vg (X + (i, — m)) — Vig (Xi,m) di
k=1
Comme Vg (X,m) admet un moment d’ordre 2 et comme E [V,¢ (X, m)] = VG(m) = 0, on
obtient a I'aide d'un TLC
2 c
; w8 (Xi, m —>—+oo> N(0,%)
avecX := Var [V, g(X,m)] = E [th (Xk,m) Vg (Xk,m)T} , et donc

ViH, (it —m) —5=— N (0,).

n—+0o0

De plus, comme 11, converge en probabilité vers m, on a

1 n
EZ/ & (Xp,m 4 t (1ity —m)) — Vg (X, m)) dt

k=1 op

1 & ! A _r,
< ;Z/ 1(Vig (Xim + ¢ (it = m)) = Vig (Xe,m)) ||, dt < *Hmiq—mH*EL X) 2 0

De plus, par la loi des grands nombres,

1 v o2 P 2

et donc H,, converge en probabilité vers H = V2G(m). Comme H est positive, 'application M —

1

M~ est continue en H, et par continuité, H, ! converge en probabilité vers H~! (méme si H,!
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n’est pas nécessairement définie). Ainsi, par le lemme de Slutsky,

i (g —m) —5— N (0, H*12H*1) .

n——+00

Ainsi, sous une certaine forme de régularité du modéle, on a une certaine forme d’efficacité asymp-
totique, i.e un résultat optimal "bornant” les résultats possibles pour les estimateurs. De plus,
lorsque 'on ne sait pas calculer explicitement i1, et que I'on doit donc 'approcher via m,, s, si
my converge vers 11, on obtient la convergence en loi
s )= (01751

Ainsi les méthodes itératives sont particulierement efficaces, mais sous une certaine forme de ré-
gularité du modele, on ne pourra pas avoir de meilleurs résultats que la normalité asymptotique,
probleme que 1’on rencontrera quel que soit le type d’estimateur choisi. Cependant, pour les mé-
thodes itératives, un gros probleme peut étre rencontré si I'on doit traiter des données en ligne : si
on a déja traité 1000 données (avec le temps de calcul que cela implique), que devons-nous faire
si 1000 nouvelles données arrivent? Une option serait de tout reprendre depuis le début, ce qui
nécessite fatalement plus de calculs. S'intéresser aux estimateurs en ligne permet entre autre de

régler ce probleme.

1.3 Estimation en ligne

Dans ce qui suit, on considere des variables aléatoires Xj, ..., X;, X,+1, . .. arrivant de maniere sé-
quentielle. L'objectif est de mettre en place des algorithmes permettant de mettre facilement a jours
les estimateurs. Un exemple simple est celui de la moyenne. Considérant que 1’on a calculé X, et
qu’une nouvelle donnée arrive, comment obtenir X, 1 en faisant le moins de calculs possibles?
Une version brutale serait de repasser sur toutes les données afin de calculer X,, 11, ce qui repré-
senterait O((n + 1)d) nouvelles opérations. Une version plus subtile est de calculer X,,; comme
suit :

- 1

Xnt1 = Xn + T (X1 —Xn),

ce qui, quand 7 est grand, représente bien évidemment beaucoup moins de calculs (O (d)). Pour
I'estimateur de la variance S2, il faut se casser un peu plus la téte. Il faut d’abord remarquer que

celui-ci peut s’écrire

1 n
2 _ 2_ 2:— T
Sp= T o XeX, et Ii=o kE:l: X X]
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Ainsi, on peut construire S2 de maniére récursive comme suit
n

_ _ 1 _
Xppy1 =X+ m (Xn+1 - Xn)
1
Th =+ P (Xn+1X§+1 - Z%)
n+1 n+l—- =7
Sii1 = TZ”“ - X1 X1

A noter qu’en plus du fait que le temps de calcul pour mettre a jours les estimateurs est réduit,
'estimation en ligne permet de ne pas avoir a garder en mémoire toutes les données, i.e on peut
"jeter" les données des qu’elles ont été traitées, ce qui peut permettre de réduire les cofits en terme
de mémoire. Méme si dans de nombreux cas, il n’est pas possible ou évident de construire des
estimateurs en ligne, dans le cas de la minimisation de la fonction G, on peut souvent construire

ce type d’estimateurs a I'aide d’algorithmes de gradient stochastiques.

1.4 Algorithmes de gradient stochastiques

On rappelle que I'on s’intéresse a l’estimation du minimiseur de la fonction G : R? — R définie
pour tout i € R? par
G(h) = E[g (X, h)].

et on considere des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Xj, . .., Xy, Xy 11, . . .

de méme loi que X et arrivant de maniere séquentielle. On rappelle qu'un algorithme de gradient
pour approcher m aurait été de la forme

My = my — ﬂtVG (Wlt) .

Cependant, ici, on n’a pas acces au gradient de G (car sous forme d’espérance). Pour régler ce
probléeme, on a vu précédemment que 1’on peut remplacer VG par le gradient de la fonction em-
pirique, ce qui représente O(nd) opérations a chaque itération, et en notant T ce nombres d'itéra-
tions, on arrive donc & O(ndT) opérations. De plus, on a vu que ces méthodes ne permettent pas
de traiter les données en ligne. Pour pallier ces problemes, on s’intéresse a I’algorithme de gradient

stochastique, qui permet de traiter les données en ligne, et ce, avec seulement O(nd) opérations.

1.4.1 Algorithmes de gradient stochastiques

L’algorithme de gradient stochastique, introduit par [RM51], est défini de maniere récursive pour
toutn > 0 par

My1 = My — Y1 Vi (Xpg1,my)
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avec mg borné et (y,,) est une suite de pas positifs vérifiant

Y ru=+40 et Y 7 < +oo. (1.3)

n>1 n>1

A noter que I'on peut réécrire 1’algorithme de gradient stochastique comme

Mpt1 = My — Y1 VG (M) + Y18t (1.4)

avec §yi1 = VG (my) — Vg (Xy41, my). De plus, en considérant la filtration (notion que 1'on dé-
finira par la suite) (F,) engendrée par 'échantillon, i.e F,, = 0 (Xj,...,Xy), ({n+1) est une suite
de différences de martingale adaptée a la filtration (), i.e comme m, est F,-mesurable, et par
indépendance,

E [Cns1|Fn] = VG (mn) — B [Vig (Xps1,mm) [ Fu] = 0.

On peut donc voir 'algorithme comme un algorithme de gradient bruité (par 7,+1¢n+1)

Exemple 1 : la régression linéaire. On se place dans le cadre de la régression linéaire et on consi-
dere des couples de variables aléatoires i.i.d (X1, Y1), ..., (Xu, Yu) , (Xus1, Yu+1), - .. a valeurs dans

R? x R. L'algorithme de gradient stochastique est alors défini récursivement pour tout n > 0 par
0n11 = 0n + Yur1 (Yn+1 - 9;Xn+1) Xnt1- (1.5)

Exemple 2 : la régression logistique. On se place dans le cadre de la régression logistique et on
considere des couples de variables aléatoires i.i.d (X1, Y1), ..., (Xn, Yu), (Xn+1, Ynt1), ... a valeurs
dans RY x {0,1}. L’algorithme de gradient stochastique est alors défini de maniére récursive pour
toutn > 0 par

01 = 0 — Y1 (70 (07 X041) = Y1) Xt (1.6)

avec m(x) = 1-?2;;%)'

Exemples 3 :1a médiane géométrique. On considere des variables aléatoiresii.d X, ..., Xy, Xy41,. ..
a valeurs dans IR¥. I'algorithme de gradient stochastique est défini de maniére récursive pour tout

n > 0 par
Xn+1 — My

My 1 = My + 'YrH—lm'
n n

1.4.2 Approche non-asymptotique

On suppose a partir de maintenant que la suite de pas 7, est de la forme 7, = c,n™* avecc, > 0
eta € (1/2,1). On voit bien que cette suite de pas vérifie la condition (1.3). Le théoreme suivant
nous donne la vitesse de convergence en moyenne quadratique des estimateurs obtenus a 1’aide

de l'algorithme de gradient stochastique dans le cas ot la fonction G est fortement convexe.

Théoreme 1.4.1. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
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1. Il existe un minimiseur m de la fonction G.

2. La fonction G est u-fortement convexe : pour tout h € RY,

(VG(h),h—m) > pu||h—m]?.

De plus, on suppose que I’hypotheése suivante est vérifiée :

(PS0) 11 existe une constante positive C telle que pour tout h € R,
E || Vig (X1 < C(1+h—m|?)

Alors pour tout n > 1,

E an — mHZ} < 2exp (C’c2

T2~ 1) exp (—F50nt) (E [lmo —m|] +1) + 2;7(:

4 ne
o C' = max {C,2u?}.

1

En d’autres termes, les estimateurs convergent en moyenne quadratique a la vitesse .

Démonstration. On a
2
s = ml2 = s = m]]? = 201 (Vg (Ka, ), 1 — ) + 221 [ Vg (Ko, ) P
En passant a ’espérance conditionnelle et par linéarité, on obtient donc, comme m,, est F,,-mesurable,

E [[lmy 1 — m|” 1 7] =l = ml* = 271 (B [Vig (Xusr,m0) [ 7] 1y = 1) + 720 [ Vg (X1, ma) | |75

< = m|* = 27041 (VG (ma) 1 = )+ 72 4 [[1V4g (X1, ) || Fi|
Grace a I'hypothese (PS0), il vient
E [l = mP 1F2] < (1 Co2ia) o = mll® = 2701 (VG () iy — ) + Coy.
Par forte convexité, on obtient donc
E [Hmn—i-l —m|® |fn} < (1= 2071+ Cy2is) 1 — m|* + Ca .
En passant a 'espérance, on a
E [l = mlP] < (1= 2pp0e1 + Co20) B [y — m|] +Coys.

Afin de conclure, on introduit le lemme suivant [BM13] :
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Lemma 1.4.1. Soit (J,) une suite positive vérifiant

Sni1 < (1= 2pyns1 +2L%92.1) 8n + 20792

avec v, = con~ %, ¢y, L > >0, cZ2>0etun € (1/2,1). Alors pour tout n > 1,

20 o2 4c.0?
On <2exp< K 1"‘)exp(ZLZZZ )((50+L2>+ ,ujd“

En prenant C' = max {C,2p?}, on obtient \/C'/2 > p et

E |[lmy 1 —m?| < (1= 2071+ C'72 1) B [ = m]*] +Co2.

Les hypothéses du lemme sont donc vérifiées, ce qui conclut la preuve. O

Preuve du Lemme 1.4.1. Comme 7y, est une suite croissante, il existe un rang ny tel que pour tout

n > ng, 2Ly, < . De plus, par récurrence, on a

5 <11 (1— 2wy +2L292) 6o + 2 I (1 - 2w +2L297) 2079, (1.7)
j=1 k=0 j=k+2

=R,

avec pour tout n > 0, [T{_,.; = 1. En effet, cette inégalité est vérifiée pour n = 0 et on a par

récurrence

Sn1 < (1 =20y + 2L2731+1) On + 2077544

< (1= 2py, 11 +2129%,) (]‘[ (1 =207 +2L293) 6o+ Z 11 (1 =207 +2L293) 2079,

=1 k=0 j=k+2
+ 20272 4
n+1 —1 n+1
<JI (1 — 2uy; + 2L%y ) 5 + E I (1 —2uy; + 2L2'y]2) 20751 + 20775 4
j=1 k=0 j=k+2
n+1 n n+l
- H (1-2p7;+2L712) 6o + Z [T (1—2uy+20%9%) 2072,

k=0 j=k+2

Comme pour tout x € R, 1+ x < exp(x), onapourtout0 <k <n-1,

n n n n
I (1 —2;47]-+2L2fy]2> < JJ exp (—2]/1')/]-+2L2fy]2> = exp (—27,1 Y. vj+2L? Y ,),]2) ,
j=k+2 j=k+2 il £

)
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et en particulier

n

n
[T (1 —2m7;+20%7) b < exp (—2;1 Y v +2L2
j=1 =1

n n n
7]2> do < exp (‘P‘ Yy +4L? 7?) %o
=1 =1 =1

]

De plus, on a

R <2(72noi2 11 (1= 207 +2L293) 1}y +20 T TT (120 +21292) 12
n < v +2?) fa 4200 Y T (1-2um+20%%) 0,
k=0 j=k+2 k=ng—1j=k+2
::Ri,n ::Ré,n

De plus, comme k > ng < 7y, > 2L2y2, ona

ng—2 np—1 n n ng—2 np—1
s X IT (1+28) R [T =) da < [T a—wy) ¥ T (1+2L%7) 92
k=0 j=k+2 j=no j=no k=0 j=k+2
< e ML noiz nﬁl (1 +2L272) e
— j k+1
k=0 j=k+2
De plus, comme
i 2,2 i 2,2 ot 2,2 2,2 i 2,2 2,2
I1 (1+2L 7].) - 11 (1+2L 7].) - 11 <1+2L ’yj> (142292, -1) = [] <1+2L 'yj)ZL Y2
j=k+1 j=k+2 j=k+2 j=k+2

et comme i1 < Y1, on obtient

" ) n072 1 )’lofl I’lofl
Ri, <e Mo Yo o (T (1+20%2) = T (1+2L%43)
k=0 j=k+1 j=k+2

— 1 “HYny i A 1 +2L2 7)1
= 512 ) K

]:
< %e‘ﬂ Dy 2L

De plus, comme j > k+2 > ny, nyj < 1 eton a pour tout entier ng < k' <n —1,

n—1 n k-1 n n-1 n
Ryy< Y TI Q=wr)rvia< Y II Q—wr)via+ X TT (0—wv) i
k=ng—1 j=k+2 k=no—1 j=k+2 k=K j=k+2

:RH

—.R/
=R 2,n

1,n
On a donc, comme 1 + x < exp(x),
n

k-1 n K -1
R, < [T (1 5) % o2 <exp (—y 3 vj> e
1 1

j=k+1 k=ng j=k'+ k=ny
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De plus, on remarque que

IT Q=py)— IT O=pr) = T] Q—wr) Q= Q= pvisr)) = wveer [I (1—py)-
i=kt2 i=k+1 j=k+2 =k+2
Ainsi, on a

Ry, < max {’Yk+1} Z H (1= 1) Tem

K <k<n k=K' j=k+2
1 n
= max {71} Z H (T=wuy)— TT (=)
W K <k<n k=K' j=k+2 j=k+1
1 n
= e {7k41} ( ]Ik_/IH (1- m;))
<o max {rei)
1k <k<n

Ainsi, on a pour tout k' > ny,

Rn 1 _ yn 4212 Z"o 1 2 o 1
< e MEEm i=1 T e MRk + — max
202 — 2[2 kzr;o Vs 1k <k<n Ly Tt

1 212 3 1
< e V):] 17+ ):] 17] +e TH L Vi + — max
=572 L WZO; 1’Yk+1 1 K2k Tt

On a donc

n n 2 20’2
5. < e—uzjzlfy,ﬂL Y 17] 5o+ +202% “HE max
"= 0T I2 kzno Vi + Uk <k<n— Tt

A noter que grace a une comparaison série intégrale, on a

ntl c2 _ 20
vaﬁc%-i—/l At =+ “7 (1—(11-i—1)1 2H>SC%204—1

De plus, en prenant k' = n/2, on obtient

n n
1
Z Vi > cy Z (n/2)™* > —plw
j=n/2 j=n/2 4

et on a donc

5 n/2—1 2 5 212yn1,2 2
I3 2% oM /27j k=0 Vj+1

202 HLj=n /kzlfyﬁ_lgLZe j=n/2"Vjg J+ <L2
no

Bl 2.2 2«
—gn 2L 3y

(1.8)

(1.9)
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et on obtient donc

2 2
by < 20T AL RN (50 + U) + 20

Afin de simplifier les preuves par la suite, on donne maintenant une proposition que 1’on peut voir

comme une généralisation du lemme précédent.

Proposition 1.4.1. Soit 6,, 7y, deux suites positives telles que

® Yu=cyn “avecc, >0eta € (1/2,1).
o [l existe un rang ng, une constante cy € (O, 7,;01) et une suite positive vy, telle que pour tout n > ny,

Ont1 < (1 —coYnut1) On + Ynt+10nt1-

Alors pour tout n > 2ny,

/2—1

CoCry 1_ n

oz oxp (<2520) (304 L ) ¢, oo
k=nyo Sklsn=

En particulier, si v, = Cy,(In n)Pn? avec B >0etveRR, alors

Démonstration. De maniére analogue a la preuve du Lemme 1.4.1, on a

n

n n—1
60 < TT (T=covj)ono+ Y., TT (1—cov) Ver10ksa-
j=ng+1 k=ng j=k+2

::Rl,n =:Rp
Avec des calculs analogues a ceux de I'inégalité (1.8), on a que pour tout k' > ny+1,
K-1 =n -1 =n

n
Row=Y, [] (1—covj) ves101 + [T (1=covj) Yes10041
k=ny j=k+2 k=K' j=k-+2

n K—1 1
<exp|—co Y 7 27k+10k+1+;k/g(1gx Vk+1-
j=+1 ) k=ny 0 K'sksn—1

Ainsi en prenant k' = n/2, et avec des calculs analogues a ceux de la fin de la preuve du lemme
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1.4.1, on obtient

n n/2 k-1
On < H (1= co7j) dn, +exp | —co Z Vi E Vk+10k+1 +  Max  Ugpq
j=no+1 j=1 k=0 n/2<k+1<n—1

n/2<k<n-—1

C0Cy 1 n/2—1
< exp <_T” ‘“) Ong + Z Vk+10k+1 | +  Max  TVgyg.
k=0

De plus, si vx = C,(Ink)Pk® avec v € R. Alors, a 'aide d'une comparaison série intégrale, on a

/21 2 1faclv(ln n)Pnl =" il 40 >a
Y Yer10ks1 < Cocy(In n)/s/1 7%t = ¢ Cyey(Inn)1+P sil+v=ua
k=0 Cocy 272 (Inn)P sinon
De méme, on a
Cocy(Inn)Pn? siv >0
max vx = .
n/2<k<n-1 Coc,27°(Inn)Pn®  sinon

ce qui conclut la preuve.

1.4.3 Exemple : regression lineaire

On se place dans le cadre du modeéle linéaire défini par (1.1) et on rappelle que sous certaines
hypothéses, 8 est 1'unique minimiseur de la fonction G : R — R définie pour tout & € R par

G(h) = %IE [(Y - XTh>2] .

Théoreme 1.4.2. On suppose que € admet un moment d’ordre 2 et que X admet un moment d’ordre 4. De
plus, on suppose que la matrice E [XXT| est définie positive et on note y sa plus petite valeur propre. La
suite d’estimateurs du gradient (0,,) définie par (1.5) vérifie pour tout n > 0,

E {Hen - QHZ] < 2exp (chrlz—lxnj‘"l_l> exp (—%nlﬁﬁ (lE [Hmo — m||2} + 1) + 2;25

avec C = max {ZIE €2 E [HXHZ} ,2E [HXH‘*} }

Démonstration. 11 suffit de vérifier que les hypothéses du théoréme 1.4.1 sont vérifiées. On a vu
VG(8) = 0 et que pour tout h € R?

V2G(h) = E [XXT} .

Comme E [XXT] est positive, la fonction G est fortement convexe et 6 est donc 'unique minimi-

seur de G. Comme VG(6) = 0, al’aide d'un développement de Taylor du gradient, on a pour tout
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h e RY, 1
VG(h) = /0 V2G(6+ t(1 — 0))di(h — 0) = E [XXT| (h—0).

En particulier, on a pour tout i € RY
(VG(h),h—0) = (h—0)TE [XXT} (h—0) > Amin (1E [XXTD 1h— 0| > u|h— 0]
De plus,ona g(X,Y,h) = % (Y - hTX)2 et donc
Vg (X, Y, h) = (Y - XTh) X = (Y ~XTo+XT0— XTh> X
=eX+XT(6-n)X

On obtient donc
2
IVrg(X, Y, h)|| < lel [|X][ + ||k — o[ [ X]|

et donc, comme les variables aléatoires € et X sont indépendantes,
2 2 2 2 4
E [|IV4g (X, Y, h)|?| < 2E [?] E [IXI*] +2|ln - 6" E || x]*].

En prenant
C = max {ZIE [62} E [HXHZ} ,2E [HXHA}} }'

l'inégalité (3.2) est alors vérifiée, i.e pour tout h € R,

E |[Vig (XY, )P < C (14 h—6]?).

En remarquant que C > 2E [X*] > 2 (I [X?] )2 > 2u?, on obtient le résultat en appliquant le
Théoreme 1.4.1. A noter qu’a plusieurs moments, on a utilisé des majorations grossieres et on peut

donc (facilement?) améliorer la borne obtenue. O

Dans la Figure 1.1, on s’intéresse a I’évolution de l’erreur quadratique moyenne des estimateurs
(obtenus a I'aide d’algorithmes de gradient stochastiques) du parametre de la régression linéaire

en fonction de la taille d’échantillon n. Pour cela, on consideére le modele
9 = (_41 _3/ _21 _1/0/112/3/415)T GIRlol XNN(O,I10), €NN(O,1)

De plus, on choisitc, = 1eta = 0.5,0.660.75 ou 1. Enfin, on a calculé I'erreur quadratique moyenne
des estimateurs en générant 50 échantillons de taille # = 1000. On voit bien que 1’on a une décrois-
sance assez rapide de l'erreur quadratique moyenne, et lorsque I’on prend 1’échelle logarithmique,

une heuristique de pente nous donne que pour n > 100, on a bien une pente proche de —a.
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1.00-

Valeur de a
0.5
— 0.66

0.10-
— 0.75
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\ ]
1 10 100 1000
Taille de I'échantillon

Erreur quadratique moyenne

FIGURE 1.1 - Evolution de I'erreur quadratique moyenne de 6, en fonction de la taille d’échantillon
n dans le cadre de la régression linéaire.
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Chapitre 2
Martingales

On a vu que l'on peut considérer 'algorithme de gradient stochastique comme un algorithme
de gradient bruité par le terme 711,11, out ({,) est une suite de différences de martingale par
rapport a une filtration (). L'objectif de ce chapitre est donc, dans un premier temps, de définir
les notions de filtration et de martingale. Dans un deuxieme temps, on donnera des résultats de
convergence type loi des grands nombres et TLC pour les martingales, qu’elles soient réelles ou

vectorielles.

2.1 Martingales réelles

Cette section s’inspire tres largement de [BC07] et [Duf90].

2.1.1 Définitions

Dans ce qui suit, on considere un espace probabilisé (), A, P).

Definition 2.1.1. On appelle filtration (Fy), -, de (Q), A, IP) une suite croissante de sous-tribus de A, i.e

une suite de tribus telle que
FoCFiC..CA

On dit qu’une suite de variables aléatoires (X, ),~ est adaptée a la filtration (F),~ si pour tout n, X, est

Fu-mesurable.

En considérant une suite de variables aléatoires (X, ),~,, un exemple classique de filtration est
de considérer la suite des tribus engendrée par les Xl-.iPlus précisément, pour tout 1, on consi-
dere la plus petite tribu rendant (Xj, ..., X,;) mesurable et on la note 7, = ¢ (X; ..., X,). Alors,
F = (Fu) est une filtration. Rappelons également au passage que par définition de 1'espérance

conditionnelle, E [X,,;1|F,] est F,-mesurable.

Definition 2.1.2. Soit M = (M,), une suite de variables aléatoires adaptée a une filtration F = (Fy).
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— M est une martingale par rapport a la filtration F si pour tout n > 0, M, est intégrable et
E [Mn-i-l"’rn] = M.
— M est une sous-martingale par rapport a la filtration F si pour tout n > 0, M, est intégrable et
E [Mys1]|Fn] = My
— M est une sur-martingale par rapport i la filtration F si pour tout n > 0, M, est intégrable et
E [Mys1]Fn] < My
avec M;} = max (M,,0) et M;, = —min (M,,0).

Remarque 2.1.1. A noter que pour les sous et sur-martingales, on a pris une définition aussi générale que
possible en considérant seulement I'intégrabilité de X, ou X, . Dans un soucis de simplification, dans tout
ce qui suit, lorsque I'on parlera de sous et sur martingales, on admettra (sauf précision contraire) que M,
est intégrable.

Remarque 2.1.2. A noter que si M est une sous (resp. sur) martingale, alors — M est une sur (resp. sous)
martingale.

Exemple 1: On considére une suite de variables aléatoires indépendantes (X),; et on note
n
My, =) X —E[Xy].
k=1

Alors M, est une martingale par rapport a la filtration engendrée par les X;.

Exemple 2 : On consideére une suite de variables aléatoires (X} ),~, indépendantes, d’espérances
positives, et on note
n
M, =Y Xi.
k=1

Alors M, est une sous-martingale par rapport a la filtration engendrée par les X;.

2.1.2 Théoréme de Doob

Lorsque 'on étudie des suites déterministes, un résultat usuel est que toute suite croissante majo-
rée converge. L'idée est de transposer ce résultat aux martingales, sous-martingales, sur-martingales,
que l’on peut assimiler a des suites "constantes"”, "croissantes” ou "décroissantes".

Definition 2.1.3. On dit qu’une suite de variables aléatoires (A, ) est un processus croissant prévisible par
rapport a une filtration F = (F,) si Ag = 0 et pour tout n > 0, A, < Ayq1 et Ayyq est Fy-mesurable.
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Théoréme 2.1.1 (Décomposition de Doob). Soit (S,) une sous-martingale telle que Sy soit intégrable.

On peut alors la décomposer de manieére unique comme
Sn — Mn + An

ot M, est une martingale et A, est un processus croissant prévisible et intégrable.

Démonstration. Pour tout n > 1, on pose

n
Ay =Y E[Sg— Sp_1|F_1]
k=1
:ZAk

et Ap = 0. Notons que pour tout k < n + 1, Ay est F,-mesurable, et A, est donc prévisible.

Montrons maintenant qu’elle est croissante. Comme S, est une sous-martingale, on a

An+1 — Ay = An+1 =E [Sn+1|—7:n] -5, > 0.
—_——

2>5n

Il reste donc a vérifier que pour tout n > 0, A, est intégrable. Pour cela, il suffit de vérifier que A
est intégrable pour tout k < n. On a par linéarité de I'espérance

0 <E[A] = Y E[S—E[Se 1] = E[S:] — E[So] < E[S;] +E[|S]] < +oo.
k=1

Considérons maintenant M,, = S, — A,,. On a
Mn+1 - Sn—i—l - An+1 - Sn+1 —E [Sn—&-l‘]:”] + S” - An = Mn - AH/

et donc, comme |M,| < |Mo| + Y71 |[Ak|l = [So| + 51 |Ak|, | M| est intégrable. De plus, comme
Ayt est prévisible,

E [Mn+1|]:n] =E [Sn+l|]:n] - An+1 = Sn +E [Sn-i-l’fn] - Sn _An+1 - Mn-

=Ap1

et (M, ) est donc bien une martingale. Montrons maintenant 1'unicité de la décomposition. Suppo-
sons qu’il existe une autre décomposition S, = M, + A}, comme A, 1 + M, 1 = A, + M, | =
Sy+1,0na

An+1_An+Mn+1_Mn :Sn+1 —Sn :A:1+1 _A;1+M1,1+1 —M;

et dong,
Api1—Ap = A’n+1 —A;+M;+1 — M), — My 1+ M.

Comme (M,) et (M,,) sont des martingales, et comme A, 1 et A;; sont prévisibles, on obtient en

passant a I'espérance conditionnelle
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E[Anp1 — An| Fu] = Anpr — An = A;1+1 — A, +E [M;z+1|~7:n] — M, — E [My 1| Fu] + My, = A:1+1 — Ay
On peut donc facilement montrer par récurrence que pour tout n > 0, A, = Aj,. O

Théoréeme 2.1.2 (Théoreme de Doob). Soit (M,) une martingale, sous-martingale ou sur-martingale
vérifiant

sup E [|[M,]] < +oo.

n>0
Alors, (M,,) converge presque stirement vers une variable aléatoire intégrable Me..

On admettra ce théoreme, qui permet de démontrer le corollaire important suivant :

Corollaire 2.1.1. Soit (M,) une sous-martingale majorée par une constante M. Alors (M,) converge
presque stirement vers une variable aléatoire Moo et pour tout n > 0,

E [Mao| Fu] > M.

A noter que contrairement au théoreme de Doob, il n’est pas nécessaire de supposer que la sous-
martingale M, soit intégrable, mais seulement qu’elle soit majorée. De plus, le corollaire précédent
ce transpose bien évidemment aux sur-martingales minorées.

Démonstration. On pose Y, = exp (M, — M), et on remarque donc que 0 < Y, < 1, et en particu-
lier, Y;, est intégrable. On a, par I'inégalité de Jensen

E [Yy 41| Fn] = exp(=M)IE [exp (My11) [ Fu] > exp(—=M) exp (IE [Myy11|F4]) > exp(—=M) exp (M) = Yy

On a donc que Y, est une sous-martingale intégrable, et d’apres le théoreme de Doob, on a donc
que Y} converge presque slirement vers une variable aléatoire Yo, et donc que M,, converge presque

slirement vers une variable aléatoire finie M. Comme pour toutk > 0, on a
E [Mn—i-k’fn] > Mn

on obtient le résultat par passage a la limite et en utilisant le lemme de Fatou. O

2.1.3 Théoréeme de Robbins-Siegmund

Afin de démontrer le théoreme de Robbins-Siegmund, on doit d’abord introduire la notion de
temps d’arrét.

Definition 2.1.4. Un temps d’arrét adapté a la filtration F = (Fy),~, est une variable aléatoire T a
valeurs dans N telle que pour tout n, {T = n} € F.
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Exemple 1: Soit Xj,..., Xy, ... des variables aléatoires a valeurs dans IR. On considere la filtration
engendrée par les X; ainsi que la variable aléatoire T définie pour tout € > 0 par

Te =inf{i, |X;| < e€}.

Alors, T est un temps d’arrét. En effet, pour tout n, on a

n—1
{Te =n} = () {IXi| > e} {|Xn| <€} € Fu.
i=1
Exemple 2: Soit T et S deux temps d’arrét. Alors
max(T,S) =TVS et min(T,S) =TAS

sont également des temps d’arrét. En effet, on a

{TvS=n}= {T:n}mnﬂ{_sjf_ii U {S:n}mnﬂ{l\;«f_ii

=0 rcr, =0 CrCFE

S S

et on peut retrouver le résultat pour T' A S avec un raisonnement analogue.
Le théoreme suivant est crucial pour démontrer le théoreme de Robbins-Siegmund, qui est lui
méme crucial pour établir des lois des grands nombres pour les martingales ainsi que pour montrer

la forte consistance des estimateurs obtenus a I'aide d’algorithmes de gradient stochastiques.

Théoréme 2.1.3 (Théoreme d’arrét). Soit (M,) une martingale, sous-martingale ou sur-martingale et T
un temps d’arrét adaptés a une filtration F = (Fy). Alors (Myat) est également une martingale, sous-
martingale ou sur-martingale.

Démonstration. Soit (M,) une martingale. Comme Myt = Mrlr<y, + Mylr>,, MyaT est clai-
rement intégrable. Comme pour tout k, {T =k} € Fi (par définition), on a en particulier que
{T < n} € F, etdonc son complémentaire {T > n+ 1} € F,. On obtient donc, comme X11741
est F,-mesurable et par linéarité de I'espérance,

E [M(n+1)/\T|]:n] = Xrlr<pn+1 + E [Xn-i-l’]:n] 1T2n+1

= X1lr<pg1 + Xplrspp
= X7lrepn + X1lr=p + Xt (I150 — 17=4)

= Xn/\T-
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Théoréme 2.1.4 (Robbins-Siegmund). Soit (V},), (An), (Bn), (Cy) trois suites de variables réelles posi-
tives adaptées a une filtration F. On suppose que
E [Vn+1’fn] < (1 + An) Vn + Bn - Cn
et que les suites (Ay), (By) vérifient
2 Ay < 400 ps et 2 B, < 400 ps.
n>0 n>0

Alors V,, converge presque silrement vers une variable aléatoire Vo, finie et

Z Cp < +co pus.
n>0
Démonstration. Afin de simplifier la preuve, on va d’abord s’intéresser au cas ou A, = 0.

Cas ou A, = 0. Pour tout n > 0, on note

n—1

Vi — Z (Bk_ck)

k=0

M,

avec My = V), et (M,,) est alors une sur-martingale. En effet, on a

Mn+l = Mn + Vn+1 - Vn - (Bn - Cn)

et en passant a I'espérance conditionnelle, on obtient donc

IE [Mn+1|.Fn] = Mn +1E [Vn+1|fn] - Vn +Cn - Bn

<M, +V,+B,-C, -V, +C,— B,
= M,.

Soit p € IN, on introduit maintenant le temps d’arrét

Tp:inf{nZO,Z(Bk—Ck)zp}.

k=0

D’apres le théoréme d’arrét, (Mn /\TV) est une sur-martingale, et, comme V,, est positif et par défi-
nition de T), elle est minorée par —p. Donc, d’apres le théoreme de Doob, M, x1, converge presque
stirement sur {Tp = oo} et donc M, converge presque stirement sur () = Upen {Tp = —l-oo} =

{¥u50Bn < 409, et ¥,50Cy < 400 }. En particulier, M, converge presque sirement sur 1'événe-
ment )/, et comme

n n n
My + ) Be=Vapi+ ) G > ) G
k=0 k=0 k=0



2.1 Martingales réelles 31

il vient que sur (Y,

+o00

Z Ch < 400 ps

n=0
et V,, converge presque slirement vers une variable aléatoire finie Vi, sur ()’ qui est un ensemble
de mesure 1.

Cas ot A, #0. On pose o, = [[{_o (1 + Ag). A noter que comme ), A, converge presque
stirement, a,, converge presque slirement vers une variable aléatoire finie a. De plus, en notant
Vi By

/ ! !
V, = , B, = , G= ,
Xp—1 Xp—1 Xp—1

on remarque que
E [V, 1| Fu] =V, + B, —C,.

De plus, comme &, > 1,0na
ZB;g ZB" <+ pas.

n>0 n>0

D’apres le premier cas, on a V,, qui converge presque sirement vers une variable aléatoire V,, et

donc V;, converge également presque slirement vers une variable aléatoire finie V.. De plus,

ZCngrwaCg<+oo p.s.

n>0 n>0

Exemple : estimation en ligne des quantiles. Soit X3, ..., X;+1,... des variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées. Soit p € (0,1), et on s’intéresse a 1’estimation en ligne
du quantile d’ordre p, que 1’on notera m. Pour cela, on considére 'estimateur obtenu a 'aide de
l'algorithme de Robbins-Monro [RM51], défini de maniere récursive pour tout n > 0 par

Mys1 = My — Yui1 (1x, <m, — P) -

avec
Z Yn+1 = +0 et Z vﬁﬂ < Ho0.

n>0 n>0

On pose alors V,, = (1,1 —m)* etona

2
Vi’l"rl = Vn - 271’!-&-1 (m” - m) (1Xn+1§mn - p) + r)/zl+1 (1Xn+1§mn - p)
< Vi = 2941 (my —m) (1x,,,<m, — p) + 'Y%H

On considere la filtration () engendrée par 1’échantillon, i.e définie pour tout n > 1 par F,, =

o (Xi,...,X,). Comme l'estimateur n, ne dépend que de Xy, ..., X, il est F,,-mesurable, et on a
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dong, en notant Fx la fonction de répartition de X;, et en remarquant que p = Fx(m),

E [V Ful < Vi — 29411 (my —m) (]E [1X11+1§mn|-7:n] - P) + ’Y%H

= Vi = 2941 (my — m) (Fx (mn) — Fx(m)) +77 1
=:Ap

Comme la fonction de répartition est croissante, on a A, > 0 et comme } - 'yfl 4 < too, le
théoreme de Robbins-Siegmund nous donne que V), converge presque sirement vers une variable
aléatoire finie et que

Y Ay <+oo ps.

n>0

Or, comme la somme des 7y, diverge, cela implique que liminf, (m, — m) (Fx (m,) — F(m)) = 0.
Si on suppose que la fonction F est strictement croissante sur un voisinage de F, on obtient

liminf |m, —m| =0,
n

et comme |m, — m| converge vers une variable aléatoire finie, cela implique que |m, — m| converge

presque stirement vers 0, i.e que 'estimateur est fortement consistant.

Exemple : estimation des quantiles de la loi exponentielle. On considere X ~ £(1) et on s’inté-
resse a l’estimation des quantiles d’ordre 0.25 et 0.75. Figure 2.1, on voit que dans les deux cas les

estimateurs convergent assez rapidement vers le quantile.

15-

e

1.2-

0.1-
0.6-

0.0-

' ' ' ' ' 03- ' ' ' '
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000

FIGURE 2.1 — Evolution de l'estimation des quantiles d’ordre 0.25 (a gauche) et 0.75 a droite pour
la loi exponentielle de parameétre 1.

On donne maintenant un corollaire du théoréme de Robbins-Siegmund qui sera particuliérement

utile pour établir la loi des grands nombres pour les martingales vectorielles.
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Corollaire 2.1.2. Soit (V;,),(By), (Cy) trois suites adaptées et positives vérifiant
E [Vn+1|fn] S Vn + Bn - Cn/

et soit (a,) une suite adaptée, strictement positive, croissante et telle que Y, ~qa,'B, < oo presque
silrement. Alors

1. Y50, (Vys1 — Vi) converge presque silrement vers une variable aléatoire finie et Y~ a, 1 Cy <
+o0 presque stirement.

2. Si ay, converge presque stirement vers une variable aléatoire finie a., alors V, converge presque
stirement vers une variable aléatoire finie.

. p.s . _ . _ ~
3. Sia, —+> ~+o0 alors limy,_, 1+« a5, v, = limy—eo a, W1 =0 presque stirement.
n—-+oo

Démonstration. Onpose Z, := Y3~ a, ' (Vir1 — Vi) +ay ' Va. Al'aide d’une transformation d’Abel,

il vient
n
Zy=Y Vi (ak__ll — ak_l) + Vya, L.
k=1
De plus, la suite Z,, est adaptée a la filtration et on a donc
E [Zyi1|Fn]) < Zu +a," (By — Cp)

Ainsi, grace au théoreme de Robbins-Siegmund, Z,, converge presque stirement vers une variable
aléatoire finie et

) a,'Cy < +o0 pas.

n>0
i.e le point 1 du corollaire est vérifié, et en particulier, on a a, ' (V;,11 — V,;) qui converge presque
stirement vers 0. Dong, si a, converge vers 4o, cela implique que Y ag! (V41 — V;,) converge et
donc que V,, converge presque slirement vers une variable aléatoire finie. Enfin, si 4, — 40, alors
le lemme de Kronecker (donné par la suite) nous dit
1y 1 1 p-s
a, Z (Vk - Vk—l) =a, Vy—a, Vo —— 0.
=1 n——+oo

O]

Lemma 2.1.1 (Lemme de Kronecker). Soit (a,) une suite réelle, strictement positive et croissant vers
+o00, et (x,) une suite réelle telle que la série Y a,, *x, converge. Alors

n
! Z xx — 0.
=1 n——+00

On admettra ce lemme ainsi que le fait qu’il reste vrai si on considere des suites de variables
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aléatoires.

2.1.4 Lois des grands nombres

Dans ce qui suit, on dit qu'une martingale (M,) est de carré intégrable si pour tout n > 0,
E [M2] < +oo.

Definition 2.1.5. Soit (M,) une martingale de carré intégrable. On appelle processus croissant associé d
(My) la suite ((M)y,),, définie par (M)o = 0 et pour tout n > 0 par

(M)ia = (M) + B | (Mus1 = Ma)? | F

En d’autres termes, si pour tout k > 0 on note {yr1 = My1 — My la différence de martingale, on a

pour toutn > 1
n

(M)u = Y E [&7|Fi] -

k=1
Ainsi, on peut voir le processus croissant comme la somme des variances conditionnelles des dif-
férences de martingales. On peut maintenant introduire les lois des grands nombres pour les mar-
tingales de carré intégrable.

Théoréme 2.1.5 (Premiere loi des grands nombres). Soit (M) une martingale de carré intégrable.

1. Silimy 1 (M), < oo presque siirement, alors la suite (M,,) converge presque stirement vers
une variable aléatoire M.

2. Silimy_10o(M), = +oo presque silrement, alors la suite ( &’; > converge presque stirement vers
0.
En d’autres termes, si le processus croissant converge presque stirement, alors (M,) = O(1)

presque stirement, et si il diverge, alors
|Mu| =0 ((M)n) ps.

Démonstration. Preuve du point 1. On note T, = inf {n, (M), 11 > b}. On a T, qui est un temps
d’arrét adapté a la filtration, et donc (M1, ), est une martingale. De plus, on a par définition de
Ty

E [M3,5,] = E [Mj] + (M), pn <E [M3] +b

et donc Mr, ,, est en particulier une martingale dont le moment d’ordre 1 est uniformément borné,
et donc d’apres le théoreme de Doob, on a M7, 5, qui converge presque stirement. En particulier,
M,, converge presque stirement sur ’évenement {T}, = +oo} et donc M, converge presque sire-
ment sur Jpen {Tp = +00} = {lim;, 1o (M), < +00}.
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Preuve du point 2. Pour toutd € (0,1), on note

B M3 _ IE[‘:%H’-F”]
Ao T A M)

Comme (M) ;1 est F,-mesurable et croissant, on a

E[M;  |Fa] M; E [Gh 1| Fn] < M;

E [Vyi1|Fu] = 1+ <M>n+1)1+5 = (1+ <M>n+1)1+5 + 1+ <M>n+1)1+5 T (1+ <M>n)1+(5

+An.

De plus, pour toute suite croissante (s,,) et pour toute fonction croissante f,
Sk — Sk-1 o Tl

< ——dt < ——~dt

el S CLET A

En effet, comme f et s, sont croissantes,

s ] n D | n Sk 1 Sk — Sk—1
S O VO LD O N e L PRy ey
On a dong, en notant s = (M), + 1,

S (ML o[
k; k—/o 1+ 1)1+ —/0 EER < too

et en appliquant le théoreme de Robbins-Siegmund, on obtient donc que V,, converge presque

slirement vers une variable aléatoire finie, i.e pour tout ¢ € (0,1),
M2 =0 ((M)y)  ps

et en particulier, on a
Mz=0o((M)?) ps

O]

Application au bandit a deux bras : Le probleme du bandit a deux bras consiste a considérer
une machine a sous avec deux leviers (A et B). Pour chacun des leviers, le gain est de 1 avec
probabilité 64 ou 0p et de 0 avec probabilité 1 — 04 ou 1 — 6p. Dans ce qui suit, on suppose 04, 0p €
(0,1) et 64 # 0p. A chaque temps 1, le joueur decide d’actionner le levier U, (et donc U, = A
ou B) par rapport a ce qu’il a pu observer avant. On note X, son gain au temps 7 et on a donc
P [X, =1|Uy, = A] = 04 ouP [X,, = 1|U, = B] = 0, i.e X,|U, ~ B (6y,). L'objectif du joueur est

de trouver la stratégie (U,) qui maximise son gain moyen asymptotique, i.e en notant

1 n
P BR
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1’objectif est de trouver la stratégie (U, ) qui permette d’obtenir
Gu ——— max {64,605}
n o Maxqta, Uy .

En effet, si 04 > 0p, par exemple, il faudrait toujours actionner le levier A, et on a donc G, qui
convergerait presque stirement vers 6,4 et inversement. Dans ce qui suit, on note N4 , et Np, le

nombre de fois ot1 chacun des leviers a été tiré au temps n, i.e

n n

Nan =Y 1y-—a, et Npy=) 1y-s
k=1 k=1

On note maintenant

n
My =Y Xy —04Na, —05Np,
k=1

On considere la filtration (F;) définie pour tout n > 0 par F,, = o (Xy,..., Xy, U1, ..., Uy11), et on
a
E [My41|Fu] = E [Xps1|Fu] — 041y, ,—a — 081y, ,—B + M,

et comme X, 1|U, 11 ~ B (Glln H), M,, est une martingale, et elle est clairement de carré intégrable.
De plus, on a

=
I
=

E [(Xk —0aly,—a — QBluk:B)z |Fk—l}

>\N
Il
—_

I
1=

E [(Xk —0y,)’ |Uk}

»
I
—_

I
-
<
ol
i<

Il
M:

04(1—04)1y,—a+0p(1—06p)1y,—s

I
o >
ll

A (1 — BA) NA,n + 6B (1 — 93) NB,n«

Afin d’appliquer le 2éme point de la loi des grands nombres, on va montrer que le crochet diverge.
Pour cela, il suffit de remarquer que N, , + Np, = n, et donc soit N4, > n/2, soit Ng,, > n/2.
Ainsi,

(M), > min {04 (1—604),05 (1 — 93)}g — s foo.

n——+0o

>0

.S . . .
M, _P° ,0.0n suppose maintenant qu’il existe des constantes

Par la loi des grands nombres, Y ——

I4,1p € ]0,1] telles que
NA,n p.s lA ot NB,n p.s

Ip.
n n—-+4oo n n——4o0 B
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On va maintenant montrer que G, converge presque stirement vers 6 alq + 0plg. On a

1
Gy — 04lq — 0plg = EMH + 64 N:;'n + 0p Nﬁ'n —04lq — Oplp
<M>n Mn NAn NBn
_ Ou (A2 1, ) 40, (~B2
n (M), +0a " A T " B
—— ‘
ps 0 p.s 0

n—s+4oco n— 400

(M)

et comme = € [0, 1], on obtient

Gy, L} Oala + Oplp.
n—r+00

Ainsi, une bonne stratégie consiste a obtenir /4 = 1si 04 > 0p et inversement.

On peut remarquer que la différence avec la loi des grands nombres pour des variables aléatoires
ii.d est que I'on se passe des hypotheses d’indépendance et d’identique distribution, mais le prix
a payer est que 1’on doit faire des hypotheses sur le comportement du crochet (M),. A noter éga-
lement que dans les exemples précédents, on aurait pu s’attendre a obtenir une meilleure vitesse
de convergence, ce que nous donne la deuxieéme loi des grands nombres suivante.

Théoréme 2.1.6 (Deuxieme loi des grands nombres). Soit (M, ) une martingale de carré intégrable.

1. Si (M), —=— +o0, alors
n——+oo

M;; =0 ((M)yIn ((M),))'"™ ps.
2. De plus, si il existe des constantes a > 2 et b > 0 telles que

E [|Mui — Mif? 1 7] < b (B [(Moir - M2 1)) ps

alors
M;; = O ((M),In((M)n)) p.s.

Démonstration. Preuve du point 1. La preuve est analogue a celle de la premiére loi des grands
nombres. En effet, pour tout 6 > 0, on pose
M;

= amy,y S T

E (&5 41| n]
fs ({M)ns1)

1 — Comme (M), est F,-mesurable, et comme (M),

avec pour tout x > 0, f5(x) = A0 (n(112))+

et f5 sont croissants, on a
E [M} 1| Fn] M E [¢3117%] M;

BVl P = M) ™ F ) s (M) = Fo () T4
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On a dong,

iAk < /
k=1 0

(M)
dt < 400

1 oo 1
AL+ s I A+ ({1 0)1

et donc, grace au théoréme de Robbins-Siegmund, V,, converge presque stirement vers une variable
aléatoire finie, i.e

M; = O (M) (In ((M)))" ) pas

et ce O est en fait un o car I'égalité précédente est vraie pour tout & > 0.

Preuve du point 2. On rappelle que pour tout n > 0, on note ¢, 11 := M,+1 — M, et o = 0. Le
coefficient d’explosion du processus croissant, que 1’on notera f,, est définie pour tout n > 0 par

(M1 — (M) _ E[E11F]

fn B <M>n+1 B <M>n+1
Afin de simplifier la fin de la preuve, on va considérer une modification de ce coefficient, i.e on va
considérer )
f~ _ <M>n+1 — <M>n — E [ n+1‘fﬂ]
! I+ <M>n+1 1+ (M)ut1
Enfin, on note
M? .
n 1+ < M)n e n f nVn

On ne peut pas passer ici par une approche directe via le théoreme de Robbins-Siegmund mais on

peut remarquer que

1+ M)w 14+ M)+ M)n — (M)nia _ 1-7,
1+ (M)ni1 14+ (M)ua )

On peut alors réécrire V,, 11 comme

M721 + 2Cn+1Mn + C%l+1 = Mn F 2
=V, (1—F,)+2 ntl

= Vn - ann + 2gn€n+1 +]?n€%+1/

Vn+1 =

avec
M\ E (81 2] Eutt

gn = ’ B e
14+ (M)yt1 E G5 1| Fn]

ete 11 = 0siE [¢2 ]| Fu] = 0. Pour simplifier la suite de la preuve, on suppose que E [&2 || F,,| #
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0 pour tout n. On obtient donc, a I’aide d"une récurrence,

n

n n
Vigr =Vo+2) gk€xs1+ Y Fr€icrr — WAL
k=0 k=0 k=0

=:Ay11 =:By11 =:Cy

et on va donc majorer chacun de ces termes. A noter que E [¢,11]|F,] = 0 et E [¢2 | F,] = 1. De

plus, on a

a IE n “ ff’l
E flvnl'|] = oo P@; +1”f’}>j/2 <
n+11v n

On a donc (voir Proposition 1.1I1.19, point 2) dans [Duf90])

B, =0 (ifk> p.s.
k=0

De plus, on a

o g M= () 0
= = ——dt <In(1 M),
kg%) k kgo 1+<M>k+1 (Mo 41 = n( +< > +1)

I reste maintenant a montrer que A, est négligeable. Pour cela, on commence par remarquer

que c’est une terme de martingale et on calcule son crochet

" " ME[E R
A —4 2 _ 4 kT Lokt =4y M2f = 4C,.
< >71+1 kgé)gk kg(:) 1+ <M>k+] kg(:) kfk n

Si C,, converge presque stirement, alors A, 1 converge presque stirement et alors ce terme est

négligeable, et on obtient le résultat. Si lim,,_, o C;; = 400 presque slirement, alors
Apy1=0(Cy) ps

ce qui conclut la preuve. O

A noter que les hypotheses (notamment pour la deuxiéme partie du théoréme) peuvent sembler
indigestes, mais on peut voir dans I'exemple suivant qu’elles sont généralement "facilement" véri-
fiables.

Exemple : Soit M,, = Y}, { avec E [C|Fr_1] = 0. Si il existe une constante C telle que pour tout
k, E [£2|Fx_1] < C, alors pour tout § > 0,

M2 =0 (n(lnn)1+‘5> p.s
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ce que l'on peut réécrire comme

o (W) ps.

n

La proposition suivante donne une encore meilleure vitesse de convergence, mais au prix d’hypo-

theses un peu plus fortes.

Proposition 2.1.1. Soit ({,) une suite de différences de martingales adaptée a une filtration (F),. Sup-
posons qu'il existe des constantes a > 2 et C; > 0 telles que E [|Ck|" |Fx—1] < Ca presque sitrement,

alors, )
1 & Inn
— =0 — .S.
. k; Cr ( - ) p-s
Démonstration. Voir I'exercice 1.1I1.7 page 26 dans [Duf90]. O

Application au bandit a deux bras : En reprenant les notations de 'exemple du bandit a deux
bras, on a
‘MH+1 - Mi’l‘ S 1/

et on peut donc appliquer la Proposition 2.1.1, on a

2
Inn
=0 <n ) p.s

NB,n
n

M,
n

NA,n

net

et si on a les vitesses de converges de vers [ 4,1p, on obtient donc une meilleur vitesse

de convergence pour le gain moyen Gj,.

A noter que pour ces exemples, avec des hypotheses un peu plus restrictives, on peut trouver une

meilleure vitesse grace a la loi du log-itéré pour les martingales.

Théoréeme 2.1.7 (Loi du log-itéré). Soit (M,,) une martingale par rapport a une filtration (F,) et (s2)

une suite adaptée qui tend presque slirement vers +oo et qui vérifie (M), < s2_,. De plus, pour tout x > e,

on note h(x) = (2xInlnx)/2,

1. Si |My41 — M,| < C% avec C Fo-mesurable, alors

Mo 14 C

limsup ————— —
Phe) = "2

. 2

avec C,, adapté a la filtration et tendant presque siirement vers 0, alors

M
lim sup M| 1

h(siy)
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On admettra ce Théoréme, mais sa preuve est disponible dans [Duf90] page 31.
Exemple : Soit M, = Y}, avec E [§x|Fx_1] = 0. Si il existe C > 0 tel que pour tout k > 0,
|Ck| < C, alors
2
Inlnn
=0 ( . ) p.s

En effet, ona (M), < Cnetdonch(s,) = h(n) = v2nlInlnn et donc, en posant C, = n~th(n),le
point 2 de la loi du log itéré est vérifié, i.e

,Mn
n

lim sup M| = limsupM <1.
n h(n) n vVninlnn

Application au bandit a deux bras : En reprenant les notations de 'exemple du bandits a deux
. _0 <ln lnn>
n

Estimation en ligne des quantiles : On considere I’estimateur en ligne du quantile d’ordre p (noté

bras, on obtient
1

~M,
n

m) défini de maniére récursive pour tout n > 0 par

My+1 = My — Yn+1 (1X,,+12m,, - P)

On a déja vu que m, est une estimateur fortement consistant de m. On note F la fonction de répar-

tition de X3, et on peut réécrire

My41 — M =My — M — Yni1 (F (mn) - F(m)) + 7n+1€n+1

avec $y41 = F(my) —1x,,,<m,. Si on note F = (F,) avec F, = 0 (Xy,...,X,) la filtration en-
gendrée par I'échantillon, on a que (,) est une suite de différences de martingales. On suppose

maintenant que F est dérivable en m. On note f sa dérivée et on a alors pour tout x € IR,

F(x) = F(m) = (f(m) +r(x)) (x —m)

avec r continue en m et r(m) = 0. On suppose également que f(m) > 0 et on peut réécrire 1,1

comme

Myy1 —m = (1—yup1f(m)) (my —m) + vny18nt1 + Ynpar (mn) (my —m)

Dans tout ce qui suit, pour simplifier un peu les calculs, on supposera que ¢, f(m) < 1. A l'aide
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d’une récurrence, on a

n—1 n—1
My —1m = Buo (mo—m) + Y Buir1Ves18ksr + Y Bujps1Yerr? (my) (my — m) (2.1)
=0 =0

=M, =R,
avec B, = H?:k 11 (L =7jf(m)) et B = 1. En effet, pour n = 0, il est clair que cette égalité est

vérifiée et en supposant qu’elle est vérifiée pour 1, on a, comme f,,, = 1,

My —m = (1—yuq1f(m)) (my —m) + Yny18n1 + Yug1r (my) (my, —m)
n—1 n—1
= (1= ynr1f(m)) <5n,0 (mo —m) + Y Bugs1Vks18ke1 + Y, BugsrVrarr () (my — m))
k=0 k=0

+ ,Bn+1,n+17n+1‘:n+l + ,Bn+1,n+1')’n+lr (mn) (mn — m)
n

n
= But1,0 (Mo —m) + Y Buitjer1Tei18ks1 + Y Bugs1 Yeer? () (my — m)
k=0 k=0

On va donc maintenant donner les vitesses de convergence de chacun des termes a droite de I'éga-
lité (2.1).

Vitesse de convergence de 3,0 (my — m). Remarquons d’abord que comme on a supposé ¢, f (m) <
1, By x > 0. De plus, comme pour tout x ona 1+ x < exp(x), il vient

Bno < ﬁeXP (=7jf(m)) = exp (—f(m) i%’)
i

j=1

et a ’aide d"une comparaison série-intégrale, on obtient

((n + 1)t — 1)

Cqy ( 1—a ):/”'HC,Y < n _ /n+1C7 < Cy
(1) 1 1 tadt_};'y]_vﬁ- L mdtse

et 8,0 converge donc a vitesse exponentielle, i.e

Pno < exp (—f(m) 1 c_”lx ((n + 1) — 1>) (2.2)

Vitesse de convergence de M,. Remarquons d’abord que I'on peut réécrire M,, comme

n—1
M = Buo ) Bigrolhe1 = ProMy
k=0

et on remarque que M, est une martingale. On va donc calculer son crochet. Pour cela, on remarque
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d’abord que EE [¢2.;|Fx] < E [1x,,,<m]|Fx] < 1.Onadonc

— n—1

2 2
Z BeiioTenE (G| Fic1] <Y BelioTin
=0 =0

Ainsi, en remarquant que B,1,0(M)u+1 < (1 — f(1)Yn41) Buo(M)n + 724, on peut appliquer la
Proposition 1.4.1 et on obtient

n—-1 n
BioM)u=Y T (1—7f(m))vE =0 (vn)
k=0 j=k+2

et dong, il existe une constante positive Cj; telle que
Y -2 2
(M)n < CitBroYn =: Sy

A noter que s2 T) +0c0 et comme log(1 — x) ~,_,0 —x, il existe une constante ¢ > 0 telle que
n o0

i op (- ) <o s £

=1

et on obtient

ccy f (m)
«

2 < Cyyyn exp <2cc7f(m) +2 . (n+ 1)1"‘> :

chvf(m)
En particulier, il existe un rang ny tel que pour tout n > 1y, s3 < e 1« ", et ona donc

— K

Inln (s3) <In (WTI) <In(n)+1In(2cc, f(m)) —In(1 —a) = O(In(n)).

De plus, comme |,11| < 1,0ona

s2 ¥y Inln (s2) s2
M, — M, _ SIB*L), — n = i n
= Mot < Pt = Cri i Inln (5})
=:C,

et C, converge vers 0. De plus, comme s2Inln (s2) = O (,8; %'yn ln(n)), en appliquant la loi du
log-itéré,

NE =0 (Br3vaIn(m))  pss
et en particulier,

~ Inn
M; < B2 Ms =0 <n> p.s. (2.3)
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Vitesse de convergence de R,. Remarquons d’abord que 1’on a les relations de récurrence

Ruv1 = (1= vus1f(m)) Ry + yuyar (my) (my —m)
Ryt < (1= pusa f(m)) [Ral + s [ ()| [ — m].
De plus, comme
|1 —m| < Puo [mo —m| + [Ma| + Ryl

on peut réécrire I'inégalité précédente comme

[Ra] < (L= n1f(m)) [Ral +vnga [ (ma) [ (Bno mo — m| 4 [Ma) + Ygr [r (m0)] [Ra

De plus, comme m, converge presque slirement vers m, par continuité de r en m, on a r (m,) qui
converge presque stirement vers 0. A noter que I'on a

Vinn
Bno|mo —m|+ |M,| = O (TID(/Z p.s.

Le lemme 2.1.2, que 'on peut voir comme une "analogie presque stire" de la proposition 1.4.1 nous
donne alors la vitesse de convergence de Ry, et en particulier nous donne

lm, —m|* =0 <lnn> p.s

n(X

Lemma 2.1.2. Soient Ay, By, ry, des suites de variables aléatoires positives telles que r, converge presque
stirement vers O et

App1 = (1 - C')’n-i—l) An+ Yut1tn (An + Bn)
avec vy, = c,n~". De plus, on suppose

B, =0(v,) ps

avec v, = Con®(Inn)P avecv € Reet B > 0. Alors

Ap=0(v,) ps.

Proof of Lemma 2.1.2. Afin de simplifier la preuve (et quitte a considérer n suffisamment grand),
on va supposer que pour tout n > 0, cy,41 < 1. On considere maintenant 1’'événement E,, . =
{|rn] <c¢/2},etonadonc1 ge. qui converge presque stirement vers 0. On peut donc réécrire A, .1
comme

=0

C
Ap1 < (1 - C')’n+1) An+ E')’nJrl (An + Bn) + Ynt1tn (An + Bn) IE%C

C C
< (1 - §7n+l) Ap + E’)’nJran + 511151%



2.1 Martingales réelles 45

Par récurrence, on peut facilement montrer que pour toutn > 0, on a

. c n=1 _ n—=1 _
An < ProAo+ 5 ];0 Brje+1Vi+1Bi + 1;0 Prje+10k g

::Al,n :3A2,»1

avec B, = H?:k 1 (1=57j) et Bun = 1. Avec des calculs classiques, on peut facilement montrer
que B0 converge a vitesse exponentielle. De plus, on peut réécrire Ay, = B0 ZZ;& Bk_,é(SkIEEC et
comme 1gc converge presque stirement vers 0, la somme est presque stirement finie et on obtient
donc

AZ,n =0 (Bn,O) p.s

et ce terme converge donc a vitesse exponentielle. Enfin, il existe une variable aléatoire B telle que

pour tout n > 1 on a B, < Bv, presque stirement, et on obtient donc la relation de récurrence
c c c c
A1 = (1 - 5'}’11—0—1) A+ E’YnﬂBn < (1 - E’)’n+1) A+ §B7n+1vn
et en appliquant la proposition 1.4.1, on obtient

A1p=0(v,) ps.

Exemple : estimation de la médiane de la loi exponentielle. On considére X ~ £(1) et on s’in-
téresse a la vitesse de convergence des estimateurs de la médiane. Figure 2.2, on se concentre sur
'erreur quadratique moyenne estimée a I’aide de 50 échantillons. On voit bien que les estimateurs

convergent tres rapidement vers la médiane.

0.100-

0.010-

Erreur quadratique

0.001-

1 10 100 1000

FIGURE 2.2 — Evolution de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs en ligne de la médiane
d’une loi exponentielle de parametre 1.
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2.1.5 Théoréme limite centrale

On s’intéresse ici a 'obtention d"un TLC pour les martingales de carré intégrable, i.e on cherche a

transposer le TLC usuel aux martingales.

Théoréeme 2.1.8. Soient (M,) une martingale de carré intégrable et a, une suite positive, croissante et

divergente. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

1. Il existe 0 > 0 telle que

(M)n P o2
an n——+0o

2. La condition de Lindeberg est vérifiée, i.e pour tout € > 0,

1 n 2 P
E}(;IE [(Mk = My—1) 1|Mk—Mk71\Z€\/W|]:k*1} n—s+oo 0.
Alors .
SR )
\/EMH — N (0,07).

A noter que 'on s’est débarrassé des conditions d’indépendance et d’identique distribution, mais
cela au prix de la condition (indigeste) de Lindeberg. Cependant, celle-ci est vérifiée des que la

condition (relativement plus digeste) de Lyapunov est vérifiée, i.e elle est vérifiée si il existe a > 2

tel que
1 & a P
— Y E [[Mg — My_q|" | Fie] —— 0.
El,% =1 n—+00

En effet, en notant ¢,,11 = M;,11 — M,,, et comme a > 2

24
E [Cfl\gk\ze\/ﬂfkq} <E [|Ck|lZ &) allékIZe\/ﬁqu} <& a7’ E [|Ck|a 1\Ck\>e\/ﬁ‘]:kfl]

2—a
2

< e a? B [|&|" | Fioa] -
On obtient donc
n

1 —
an Z E [(Mk B Mk_1)2 1|Mk*Mk71\Z€\/ﬂ‘]:k_l] = e
n k=1 a

=

Y E [|¢k|" [Fie—1]
k=1

YIS

et on a donc bien que la condition de Lindeberg est vérifiée si la condition de Lyapunov 1est.
En pariculier, lorsque a, = n, si il existe des constantes 2 > 2 et C, telles que pour tout k > 0,

E [|¢k+1]" | Fi—1] < C,, alors la condition de Lindeberg est vérifiée.
Exemple : Soit M, = Y'}_; & avec E [¢¢|F_1] = 0 et telle qu'il existe 02 vérifiant

Y E [ Fi 1] —— o2

=1 n——+oo

N
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Si il existe des constantes a > 2 et C; > 0 telles que E nglu ]fk_l] < C,, alors

1 L )
ﬁMﬂ mN(0,0’)

Application au bandit a deux bras : On reprend les notations de I’exemple du bandit a deux bras,

et on cherche maintenant a estimer 04, 05. Pour cela, on consideére les estimateurs naturels

1
N An

1 n
NB,n k

n
Oan = Y ly—ax—1 et O, =

1y,=B,x,=1
k=1 1

. M
Onnote Ma, = Y41 1y—a,x,—1 — Nanba,ieonaby, — 04 = 7~ Onremarque que
, , , , o

E [Man+1|Fn) = Man+E [1x,,,-1|Uns1] 1u,.,—a — 0alu, ;=4 = May

et My , est donc une martingale (de carré intégrable). De plus,

n n
(Ma)n = Y (1,21 = 04) Uk | Tupma = Y V [ XU = A Tyma = 04 (1 - 04) Nay
k=1 k=1
et par la premiere loi des grands nombres, silim;, s 1o Ng ,, < 400 p.s,alors M4 , converge presque
stirement vers une variable aléatoire finie, mais 64 , ne converge pas nécéssairement vers 6 4. Par
contre, si Ny, diverge presque stirement, la loi des grands nombres nous donne que M, , =
0 ((Ma)n) p-s,i.e 4, converge presque stirement vers 4. On peut bien évidemment faire le méme
travail pour obtenir la convergence de 6p ,,. On s’intéresse maintenant a la normalité asymptotique

. . N .5
de ces estimateurs. On suppose maintenant que —5% ", 14>0,etona
n n——+00

1 p.s
E<MA>” m QA (1 — GA) ZA.

De plus, on remarque que [Mx — Mar—1| < 1, et la condition de Lindeberg est donc vérifiée. Le

TLC pour les martingales nous donne alors

1 c
7MA,11 m N(O,GA (1 — QA) lA)

Nz

Ainsi, a ’aide du Théoréme de Slutsky, on obtient

_ MA,n o n L 04 (1_6/1)
Vn(0a,—0)=+n Naw = Nan N — N <0, I .
N~
p-s 1

)
n—r+o00 A

Bandits a deux bras et efficacité asymptotique : On a vu que 1'on peut avoir des estimateurs effi-

caces et asymptotiquement normaux de 64, 6. Se pose maintenant la question de savoir comment
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obtenir une stratégie (U,) permettant d’obtenir le meilleur gain moyen asymptotique ainsi que
d’obtenir son efficacité asymptotique. Une fagon naturelle de choisir un levier au temps 7 serait de
prendre

Uy = Aly,,>05, + Blog, >0,

i.e on choisi le levier A si I’estimateur de 64 est "meilleur" que celui de 83 (et inversement). Bien
que cette stratégie soit naturelle, elle pose le probleme quelle peut se faire piéger. Par exemple, si
on choisit U; = A et que I’on perd le premier tirage, i.e X; = 0, puis que 1’on choisisse U, = B et
que l'on obtienne X, = 1, alors 84, = 0 < 0p» = 1. Pour toute la suite, on aura 0, > 0 = 04,
i.e on ne choisira jamais le levier A. On a donc G, qui converge presque stirement vers 63, et
si 04 > 6p, on ne peut donc pas converger vers la bonne solution. Une solution pour pallier ce
probléme est de forcer le choix du levier de temps en temps. Plus précisément, on considere (c,)
une suite croissante de IN, et note I. = {c,,n > 1} I'ensemble des valeurs de la suite (en d’autres

termes, on a pris un sous-ensemble de IN). On adopte alors la stratégie suivante :

sifpu-1>0pn1etn ¢l
sifpy_1>04,_1etn &l
sidk>1,n=cy

sidk > 0,1 = copaq

&
I
SRS SN

A noter qu’avec cette stratégie, on choisit obligatoirement une infinité de fois A et B, et on a donc
Nj,, et Np, qui divergent presque stirement, i.e 04 , et 6, convergent presque slirement vers 64
et 0p. De plus, pour simplifier les notations, on suppose que 64 > 0p ('autre cas étant analogue).

On suppose maintenant que n = o0 (c,), et on remarque que

N, B,n
n

1 1 & 1 1 &
= —Card {k,cop11 <n}+— Z 1p,,50,, < — Card {k,cx <n}+-— Z Loy, >0,
n n =1 ’ . n n =1 . .
=:C,

Comme les deux estimateurs 64, et g, sont consistants, on a 14,, ¢, qui converge presque sii-

rement vers 0 et donc Yi>01eg,50,, < toop.ss,ieona

1 & 1

Il reste & montrer que C, = o(n). Pour cela, on suppose par 'absurde que ce n’est pas le cas, i.e

Cu
n

toutn > 1y

lim inf, > 0, ieil existe 7 > 0,1, > 0 tels que pour tout n > n,, C, > [yn]. On a alors pour

Co =max {k,cc <n} > [n] & ey <n CL >1
[n]

ce qui est contradictoire avec n = o (c;,) car pour tout n > ny, # < fﬂnﬂ % e 0. On obtient
i ] n——+oo



2.1 Martingales réelles 49

N
donc que —* converge presque stirement vers 0 et donc qu

1,i.e que lA = 1etlg = 0. On obtient donc
p.s
Gn . max {64,08}.

On s’intéresse maintenant a l'efficacité asymptotique de G;. Pour cela, on suppose maintenant que

n% = 0(c,). On rappelle que 1'on peut écrire

\}ﬁMn_\/EQA<Nn > \F9B<NBn ZB>

Vn (Gy — 1404 — Ig0g) =

Ici,onals =1,lg = 0etonadonc

1
n

De plus, pour tout n > 1, |M,, — M,,_1| < 1 et la condition de Lindeberg est donc vérifiée, et on
obtient
ViIM, —5— N (0,04 (1—04)).
n—-+oo

Commely =1letlg=0,0na

Vnb, (NA . (05 —04)

i T T

et il suffit d’avoir la vitesse de convergence de N, pour conclure. Plus précisément, il suffit de

montrer que \C/% e 0,i.e C;, = 0 (y/n). Supposons par 'absurde que ce n’est pas le cas, i.e il

existe 7' > 0 et 1,/ tels que pour tout n > n,,, C, > ['y/n], on a alors pour tout n > Ny,

>1

4

Cu > [1'Vn] < ¢ <n&
[/l C[nﬂ

. - N,
ce qui est en contradiction avec ¢, = o (n?) et on a donc \}B p—) 0. Avec des calculs analogues

pour le cas ol1 04 < 0p, on obtient donc
Vit (G —max{6,,05}) —— N (0,05 )

avec 05 p = 04 (1= 04) 1g,50, + 65 (1 — 0) 1,50,

Application a I’estimation en ligne des quantiles : On reprend le cadre de l’estimation en ligne du
quantile m d’ordre p et on rappelle que si F est strictement croissante, alors m, converge presque

strement vers m et que si F est dérivable en m avec f(m) > 0, alors

Inn
lm, —m|* =0 < 2“ > p.s. (2.4)
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On s’intéresse maintenant a la loi limite de notre estimateur, et on va donc regarder la loi limite du

terme de martingale
5 n—1 1
M, = Z ,Bk+1,07k+1€k+1~
k=0
Avant de calculer son crochet, on remarquera que

E [Ch1|Fn] =V [Lx, <m, | Fu] = F () (1= F (1my)) -

On a donc
:721,0 . %1,0 n-l -2 2 2
W<M>” s Y BiiroVenE [Gii |7
k=0
%0 o 2 2 %O n-1 5 )
- W ];)51:+1,0'Yk+11:(m)(1 — F(m)) + W kz(l)ﬁl;rl,o'ykﬂ (F (m,) (1 = F (m,)) — F(m)(1 — F(m)))

=My, =:Mpn

Pour assurer la convergence (modulo renormalisation) du crochet, on suppose maintenant que F
est de classe C! sur un voisinage de m. On a donc, comme m,, converge presque stirement vers

et grace au théoréme des accroissements finis,
[F (my) (1~ F (m,)) — F(m)(1 — F(m))| = O (jm, —m|)  pss.

Grace a I'égalité (2.4), il existe une variable aléatoire B telle que

2 2
n n

n—1 n—1
0 - / 0 i -
T kZ :Bk+21,07%+1 Yk+1In(k+1) < B T Inn kE ﬁkfl,o%%ﬂ\/ Yk+1  P-S
=0 =0

et en appliquant la Proposition 1.4.1, il vient

|M2,n’ S B

Mz, = O ( YTn ln(n)> p.s.

De plus, a I'aide d"une comparaison série intégrale, on obtient pour tout 0 < k <n

cy f(m) —u —a cyf(m)
o e ((n+1)1 —(k+2)! ) < Bupsr < ecy—% <(n—|—1)17“ _ (k_*_z)lfa)

Ainsi, si k < n/2, par exemple, ces termes convergent a vitesse exponentielle. A noter qu’il existe

. L‘ryf(m) 1—
un rang 1 tel que la fonction g : x — e 1@ (r42)7 = Jrll)za

soit croissante sur [no, +oo[, et on va



2.1 Martingales réelles 51

donc couper M; , en deux, i.e comme F(m) = p,

-1 n—1
p(1—p)™ p(1—p)
My, ==—Y Boiimen + Y Bk Vi
Tn k=0 Tn k=ng
—Mj, M,

et on a M}, qui converge a vitesse exponentielle. A I'aide d’une nouvelle comparaison série-

intégrale, on obtient

n—1 e f(m B n_cyf(m —
Y 0 (g 2yt Yo~ & / 2 e 1
k=n, ntoo T Jy (x+1)%

v L 2Py
n——+oo Zf(m)

Yn+1-

On obtient donc )
n,0 p-s 1

Yn+1 " oo 2f (m

)P<1—P)

et le TLC pour les martingales nous donne

1 ~ L M
TP o N (o5 )

et on obtient la loi asymptotique asymptotique des estimateurs, i.e

1 ) L p(l—p)
Ty (= m) S N <0' 2F(m) >

ce que l'on peut réécrire

Qn:= Lm)n”‘/2 (my — m) —=— N (0,1)

o/l —p) e

En effet, Figure 2.3, on s’intéresse a la densité de Q, que 1'on compare a celle d"une loi normale
centrée réduite. La densité de Q,, est estimée a ’aide de 500 échantillons. On voit bien que les deux

densités sont de plus en plus proches lorsque la taille d’échantillon n augmente.
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n=500 n=5000
0.4-

0.3-

~ )
X 0.2- Loi normale
=

— Qn

0.1-

0.0-

-5.0 -2.5 0.0 25 50 -50 -25 0.0 25 5.0

FIGURE 2.3 — Comparaison de la densité de Q,, pour n = 500 (a gauche) et n = 5000 (a droite), et
de la densité d’une loi normal centrée réduite.
2.2 Martingales vectorielles

Dans cette section, on s’intéresse aux vitesses de convergence des martingales vectorielles. Plus
précisément, on établit, sous certaines conditions, les vitesses de convergence presque stire ainsi

que la normalité asymptotique des martingales.

2.2.1 Définition

Dans ce qui suit, on suppose que M, € RY est de carré intégrable, i.e [ [HMn HZ} < 400, ot ||.|| est
la norme euclidienne.

Definition 2.2.1. Soit F = (F,) une filtration, et (M, ) une suite adaptée a F.

— (My,) est une martingale de carré intégrable adaptée a F si
IE I:MTI+1|‘F1”I] — Ml’l'

— La variation quadratique prévisible de (M,,), aussi appelée crochet, est le processus (M) = ((M),,),,
défini par (M)o = MoM] et pour tout n > 1, par (M), = (M),_1 + Ay, avec

B =B [(My = My-1) (My = My-1) " | Fot| = B [MuM] = My M| Fya]
Remarquons que I’on peut réécrire le crochet comme

(M) = (Mo + Y E [(My — My 1) (M~ My 1) | Fia]
k=1

En d’autres termes, en notant ¢, = M,, — M,,_ la différence de martingale (on peut remarquer que
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E [y|Fu-1] =0),0ona
n
(M)n = (M)o+ Y E | &l Fur
k=1
et on peut donc voir le crochet, a division par n prés, comme la moyenne des variances condition-

nelles des différences de martingale, i.e comme la moyenne des variances conditionnelles entre les
My et Mj_;.

2.2.2 Vitesses de convergence des martingales vectorielles

On commence par donner la premiére loi des grands nombres pour les martingales vectorielles.

Théoréme 2.2.1 (Premiére loi des grands nombres). On suppose que Amin ((M)y) % +oo, et on
n (o]

pose Qn = (M), + Q avec Q une matrice symétrique définie positive. On suppose que I'une des conditions
suivantes est satisfaite :

1. Y2 o (Amin (Qk)) ™! < 400 presque sirement,
2. Y2 1 (Amin (Qk-1)) "' (Indet Q¢ — Indet Qy_1) < +oo presque sirement,
3. Y1 (Amin (Qk,l))fz E {HMk — M_4]]? |]:k,1} < o0 presque stirement.

Alors

_ .S
Q;'M, — 0.
n——+0o

A noter que l'introduction de la matrice Q permet seulement d’assurer que Q, soit inversible pour
tout n > 0. En effet, sin < d — 1, par exemple, le crochet (M), n’est pas inversible (car somme de
n matrices de rang 1 (ou nul) et donc la somme est au plus de rang n). De plus, si la plus petite
valeur propre du crochet diverge, le choix de la matrice Q n’a aucune incidence sur le résultat et

ne reste donc que purement technique.

Démonstration. On pose V,, = MIQ;;'M,, et
By = (M= (M), 1 = B |81 Fur| = B [MuM] — My 1M]_j| Fy 1]

A noter que comme Q, est définie positive, la variable aléatoire V,, est positive. De plus, comme
Q41 est F-mesurable, et comme M, 11 = My, + §,+1 avec E [&,41]|Fu] =0,

E Vi1l 7] = B [(Ma+8ne1)" Quly (Mo + Enia) 175
- MEQ;_}_an +E [Cn-i—lQ,;l_lCn—o—ﬂJrn}

= V= M] (Qi" = QuLy) Mo+ B [611Q, 80| i

=:B, =:A,
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et comme la suite (M), est croissante, dans le sens out (M), 11 — (M), est au moins semi définie
positive, on a B, > 0. De plus, on a grace au lemme 2.1.1 dans [Duf90],

2
A, =E [HQnHZCmH ’]:n]
= Trace <Qni12]E [Cnﬂé;fﬂ‘}—n] Q;J,l_{Z)
< inf {d, A min (Qua1) ! HJE [Cmé‘LlIFn}

Indet Q, } .
De plus, en multipliant par Amin (Qn+1)_1 < Amin (Qn)_l, on obtient, grace a I'hypothese 1,2, ou 3,

Z Amin (Qn+1)_l Ap < Z Amin (Qn)_l Ay < +o0 p-s.

n>0 n>0

et donc, en appliquant le Corollaire 2.1.2, on a

/\min (Qn)_l Vn & 0.

Or, on a

Amin (@)™ Vi = A (Q) | Q20| = [ @i b

ce qui conclut la preuve. O

On s’intéresse maintenant aux vitesses de convergence presque stire des martingales. Le théoreme
suivant, indigeste mais simplifié par rapport aux Théoreme 2.11.8 dans [Duf90], nous en donne une

premiere.

Théoréeme 2.2.2 (Deuxiéme loi des grands nombres). Soit Q une matrice symétrique définie positive et

Qun=(M),+Q.Ona

1. Pour tout &6 > 0,

1 1/2
\/ﬁ(lnn)l/z—i-é/ZQ” M, 400 0.

2. Si Amax (Qn) j—+> o0, pour tout 5 > 0,
n (o]

1
Q;"*My ———0.

1/2446/2
\ Amax Qn ln max Qn ) /240! n—teo

Démonstration. On va reprendre la preuve de la loi premiére loi des grands nombres pour les mar-

tingales vectorielles. Plus précisément, on pose V,, = ML Q, ' M, et on rappelle que I'on a

E [Vn-i-l’fn] < Vn +An - Bn
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avec B, = M} (Q;" — Q;1) My et

Ay = [601Q, 1 6t Fa] < inf {d, dhawin (Qui1) ™" [[E [Gria8T01 17 ]
<IndetQ;, 1 —IndetQ,

Indet Q, }

1
G D In(x 1)+ et comme A, < d,on a

Yous0 fs(n) Ay < +oo, et grace au Corollaire 2.1.2, le point 1 du théoreme est vérifié, i.e on a

De plus, pour tout § > 0 et x > 0, on note fs5(x) =

S
P_} O
n——+0o

o |

nln(n

Pour le point 2, il suffit de voir, comme la fonction f; est décroissante, que

f(g (h’\detfjcgnm) An S f(S <10gd€fd(Qn+1)> (h’ldet<Qn+l) —Indet (Qn))

Indet(Qp11) (log det (Qu+1) >
5| —=——= ) gy
Indet(Qy) d

Indet(Qyi1)
< / Fi(t/d)dt
1

ndet(Qy)

A noter, quitte & prendre Q = I;, que Indet(Q,11) = Z?:l In (A (Qn)) < dAmax (Qn). Ainsi,
comme la fonction f; est décroissante, on a

ndet (@), o (o
fs (Amax (Qn)) An < f5 < i Ay < /lndet(Qn) fs(t/d)dt

et on obtient donc

Zf(i max Qn ) /loo f§(t/d)dt < —+o00.

n>0 ndet(Q)
En appliquant le Corollaire 2.1.2, on obtient, si Amax (Qx) j—+> —+o00,
1 HQ 1/2 Mn Ps 0.
f ( max Qn " n—r+o00

O

Cependant, 1a aussi le résultat est difficilement exploitable. On peut par contre regarder 1’alterna-
tive suivante :

Théoreme 2.2.3. On considére M, = Y} _, Cx avec pour tout k > 1, E [§x|Fx—1] = 0. On suppose
également qu’il existe une variable aléatoire positive C telle que pour tout k > 1, E [HCkHZ ]]-"k,l] < C

i =0 <W> p.s.

n

On a alors pour tout 6 > 0,
1
i
n
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1

2z . 2 .
Démonstration. On pose V,, = |IM,||*, et comme M, est une martingale on a

(Inn)l+on
E Va1 7] = : 1M |12+ : E [l 1]
T i D In(n + DI T i D) In(n + 1)1 bl
n(lnn)!+e 1

v
~ (n+1)In(n+ 1)+ " + (n+1)In(n+ 1)1+<5C
et on obtient le résultat en appliquant le théoréme de Robbins-Siegmund. O

On peut encore faire un peu mieux avec des hypothéses légerement plus restrictives grace au
théoréme de suivant (admis, voir la preuve du Théoreme 4.3.16 dans [Duf97]).

Théoréme 2.2.4. Soit M, = Y}, Gk, avec {y adapté a la filtration, de carré intégrable et E [y | Fx_1] = 0.
Si il existe une matrice symétrique semi-définie positive I telle que

]. o 1 1 T p.s
n (M =3 VB (681 0T

et si il existe y > 0 tel que sup, E [Hé‘kHH” |]-"k_1} < o0, alors

2
Inn
=0 <n> p.s.

On peut méme faire encore mieux en terme de vitesse de convergence en utilisant la loi du log-itéré

1
s
n

pour les martingales.

Théoreme 2.2.5 (Loi du log-itéré vectorielle). Soit (M, ) une martingale adaptée a une filtration F, et s2
une suite adaptée tendant vers +oo presque siirement et telle || (M)n|[,, < s2_,. De plus, pour tout x > €',
on pose h(x) = v2xInlnx, et on considere alors deux cas :

1. Si|[Mys1 — M| < Cs2h (s2) 1 0it C est une variable aléatoire Fo mesurable et C < 1. Alors

lim sup 1M §1+E.

no (s ) 2

2. Si ||Mys1 — Myl|| < Cpsih (s3) 1 0il C,y est une suite adaptée convergeant presque stirement vers
0. Alors

lim sup M <1.

2 _—
n h (Snfl)
On admettra ce résultat, mais la preuve est disponible dans [DST90]. A noter que ce théoreme n’est
pas tres digeste, et on va donc plutot s’intéresser au corollaire suivant, qui consiste a considérer une

borne uniforme des moments d’ordre strictement plus grand que 2 des différences de martingale.

Corollaire 2.2.1. Soit ({,) une suite de différences de martingales vectorielles, i.e pour tout n > 0,
E [Cy4+1|Fn] = Oet telle que



2.2 Martingales vectorielles 57

— il existe une constante positive o telle que pour tout n > 0, E [||(;‘n+1 112 ]}"n} < o2

— Il existen > 0 et C; > 0 tels que pour tout n > 0, |E |:H€n+1 ||2+2'7} < C; presque stirement.

Soit (Yy,), (Ty) deux suites de variables aléatoires réelles telles que pour tout n > 0, |Yy,| < T,,. On pose

n—-1 n—1
M, = Z YiCri1 et Ty = Z Ty%.
k=0 k=0

De plus on suppose que T, %) “+oo et qu'il existe n > 0O tel que
n (o]

Z T,21+2'7Tn_1_77 < 400 pas.
n>0
Alors
lim sup (27, lnln’rn)_l/2 IMy]| <o

n
Démonstration. Soit C, une suite de variables aléatoires adaptée et convergent vers 0. On verra
ultérieurement comment choisir cette suite. On pose pour tout x > e!, h(x) = vxInlnx. Afin de
R 5 N 1
simplifier la preuve, comme T, p—+> +00, quitte a prendre Ty > max {Yo, = }, on va supposer
n——+00

2 12 sl -1
T, > el. On peut donc considérer I'évenement I', 1 = {HYnenﬂ | < Cuo?tih (0’21’”) } Comme

1r, ., n’est pas F,-mesurable, on pose

n+1

en+1:= Yu (Cur1lr,,, — E [Gnialr,, | Fa])
€;§+1 =Yy (gn+11rs+1 —E [én—&-llrgﬂ‘frt})

et on peut remarquer que ces deux termes sont des différences de martingales vérifiant ¢, 1 =

€nt1 + e,f +1- On pose maintenant

n—1 n—1
/ Z " Z C
Mn — €k+1 et MTI — €k+1

k=0 k=0

et on va donner les vitesses de convergence de ces deux termes.

Vitesse de M),. L'objectif est d’appliquer la loi du log itéré. Pour cela, on commence par remarquer
que

I

E [lensal 7] = 1Yl (E 301 16,0l o] = [E [Gninlr, | 5] |7) < T2,

et on a donc
n—1
(M), <Y T =01
k=0
et on peut donc appliquer la loi du log-itéré & M, en prenant s> = 07, et on a donc

|| M|
Vo2t Inln (027,) —

lim sup
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et en multipliant par ¢, on obtient
1M

<0
V Tp Inln (021,)

p-s 2
et comme T, —+> +o00,0naln ((7 Tn) ~ In(1,), et on a donc
n——+oo

lim sup

!
My

VTuInln(t,) —

lim sup

Vitesse de M,,. On pose
n—1
C 2\ 1
Nn - Z €k+1h (Sk) .
k=0

Le terme N, est donc une martingale et on va donc calculer donc son crochet. On commence par

remarquer que

En appliquant I'inégalité de Holder, on a

2 2
el 172] = 1Tl (B [1alP1eg 1] = 8 [grerteg, 193] [*) < 728 (1l 1 5]

Ty -1 i
E ([0l tre, 1] < (B (1801 P2 15:] )™ (P [lusall = CooPrah (s3) 7 1Fa] )
En appliquant I'inégalité de Markov,

]’l (S%)2+27] T5+27] ﬁ
(S%)2+217 Ci-‘—ZW

1
E [0l 1rc 17| <€)7 (IE &l 17

h(s2)* T

< N7
<Gy (S%)ZW Tl

On a dong,

E [N P17 <IN+ () *E|

2
GSHH ‘]:n}
h(s2)* T

(s2)% Co

— ||Nn||2 + C;IS;ZW_Z (lnln (5;21)))771 C;2I7T7%+2}7

2 -2
< INalI* + Tih (s7) ~Cy

En prenant C, >/ = (Inlns2) " par hypothese,

Y Cysn "2 (Inln (sfl))n_1 C Ty < 400 pus

n>0
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2 . N . . T
etona donc ||N,||” qui converge presque siirement vers une variable aléatoire. En particulier, si on

C

s ) 2 . N
ni1,; les i-tme coordonnées, on a (N i) < [[Nu|” qui converge presque stirement et

note N, ; et €
donc

n—1
_ C
Niui= ) €y
k=0

converge presque stirement vers une variable aléatoire finie. Ainsi, en appliquant le lemme de

Kronecker, on a

n——+0oo
et donc
Lo Ny= in_lec 0
hit,) " h(w) == ki e’

O]

Bien que ce corollaire ait 1’air aussi indigeste que la loi du log-itéré, dans certains cas il se "lit"

beaucoup plus facilement, comme dans le corolaire suivant :
Corollaire 2.2.2. Soit () une suite de différence de martingales vérifiant
— Il existe une constante positive o telle que B {H(?nﬂ [ |.7-"n} < o2,

— Il existe y > 0 et C; tels que pour tout n > 0, E [HCnH [ |]-'n} < C; presque stirement.
Alors, si on note M, = Y_j_; Ck,
IM,||> = O (nlnlnn) p.s.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le Corolaire 2.2.1 avec Yy, = Ty = 1, et T, = n, on a bien

242y _—1-y 1
IRACL ) S
n>1 n>1

Cette version est donc beaucoup plus digeste.

2.2.3 Théoréme Central Limite

On commence par donner une version relativement indigeste mais générale du théoreme central

limite pour les martingales vectorielles.
Théoréme 2.2.6 (Théoreme Limite Centrale). Soit (M,,) une martingale de carré intégrable et on suppose
qu’il existe une suite croissante et divergente a, et une matrice I telles que
P
1. a, Y (M), ——T
n < >n n—s+too

2. la condition de Lindeberg est satisfaite, i.e pour tout € > 0,

n
-1 ) P
a, I;llE [||Mk—Mk—1H 1||Mk—Mk_1H2€a3/2 i 0.
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Alors
0 V2M, —5— N (0,T).

n— 400

La encore, I'énoncé du TLC est plutdt indigeste (notamment la condition de Lindeberg), et on

s’intéressera donc plutot a la version plus "soft" mais plus restrictive suivante :

Corollaire 2.2.3. Soit M, = Y G, ot (Cn) est une suite de différences de martingale adaptée a la

filtration. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
1. Il existe une matrice I telle que

1 n
. Y E [Ckgﬂ]:k—l} LT
=1

n——+00

2. Il existe des constantes positives a > 2 et C, telles que E [||&x||" | Fi—1] < Ca.

Alors 1
— M, —= 5 N(0,T).

Vn n—s-+oo

Version 1. En prenant a, = n, le premier point du TLC est évidemment vérifié. De plus, grace a

I'inégalité de Holder (en prenant p = a/2), on a

1¢ 1 n
" (190 = Mot P Byt 2] = 5 LE 12007 1), eyl Fen |
1 & 2 a2
< =) (Bl 1 Fia])® (IE [1H§kH2€\/ﬁ|fk*1:|>
=}
1 2 a2
SRS (E [1jgzevalFicr])
On a dong, en utilisant I'inégalité de Markov,
1 & 2 “2;2 Ca% n w2
2 2 G (B [aeslZin]) T <5 X (Ll 2 evilFia])
P (E G 1 Fe] |
k k—1
S 7” Z ( 6”1’1”/2 )
k=1
S &nlfa/Z
ell

et comme a > 2, ce terme converge vers 0.
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Version 2. Comme a > 2,0na

1 n
- Y E [||§k||2 1||§k|\2e\/ﬁ‘]:k—1]
k=1

1 & a —a
= — Y E Il I Ly eyl Fea
k=1

1

€a72n% “ n—+00
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Chapitre 3

Vitesses de convergence des algorithmes
de gradient stochastiques

3.1 Convergence presque siire

On rappelle que 1'on cherche a estimer le minimiseur m de la fonction convexe G : R — R
définie pour tout h € RY par
G(h) = E[g(X,h)]

avec ¢ : X x R?” — TR, et X une variable aléatoire & valeurs dans un espace mesurable X'. On
suppose également que pour presque tout x, la fonction g(x, .) est différentiable et considérant des
variables aléatoiresii.d Xy, ..., Xy, Xy41, ... de méme loi que X et arrivant de maniére séquentielle,
I'algorithme de gradient stochastique est défini de maniére récursive pour tout n > 0 par

My1 = My — Y41 Vg (Xug1, Mn)

avec y, une suite de pas positifs vérifiant

Y Yne1=+o0 et Y v < oo

n>0 n>0

3.1.1 Approche directe

. P 2 . 2 . N .
L'approche directe repose sur 'écriture récursive de ||m, — m||*. Celle-ci nous permet, a I’aide du
théoréme de Robbins-Siegmund, d’obtenir la forte consistance des estimateurs.

Théoréeme 3.1.1 (Approche directe). On suppose que la fonction G est strictement convexe, i.e que pour
tout h € RY tel que h # m
(VG (h),h—m) >0 (3.1)
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et qu'il existe une constante C telle que pour tout h € RY,

E [[IVig (X, W)IF] < C (1+[h—m[?), (3:2)
alors
p.s
Mn n—-—+oo m

Démonstration. On a
11 — m|)> < | — m|)> = 2yu11 (Vag (Xu1, 1), mn — m) + 7241 [ Vig (Xngr, mn) ||

On considere la filtration (F;) engendrée par I'échantillon, i.e F,, = ¢ (Xj,...,X,). En passant a
I'espérance conditionnelle, on obtient, comme m,, est F;,,-mesurable et par linéarité de 1'espérance,

E ([l = m[* 1 Fa] = [0 = m|* = 27,01 (B (Vg (X, m0) [ Fo] 1t = m) 4+ 21 B (V08 (X1, 1) |1 Fo|
= Hm” - mH2 - 2’)/71 <VG (mn) My — m> + ’)’721+1]E [thg (Xn-i-l/ mn)H2 |]:n] .

Grace a I'inégalité (3.2), on obtient
E [lmasa —m|? |1 7] < (14 Coa) = m|* = 2711 (VG (), = m) + Cogs.

Comme Y, -y 7%, ,C < +00, en appliquant le théoréme de Robbins-Siegmund, ||, — m |* converge

presque stirement vers une variable aléatoire finie et

Y Yus1 (VG (my), my —m) < +oo  ps.

n>0
Comme Y51 7n = +oo, on a liminf, (VG (my),m, —m) = 0 presque stirement, et comme la
fonction G est strictement convexe, cela implique que liminf, ||m, — m| = 0 presque stirement.
Ainsi, |m, — m|| converge presque sirement vers une variable aléatoire finie et sa limite inférieure

est 0, donc cette suite converge presque stirement vers 0. O

A noter que l'on a choisi une suite de pas déterministe. Cependant, la preuve précédente reste
vraie si on prend une suite de pas aléatoires. Plus précisément, le théoréme précédent reste vrai si

on prend une suite de variables aléatoires I, vérifiant

Z 41 =400 ps et Z 2., < +oo ps,

n>0 n>0

et telle que pour tout n > 0, I';, ;1 est F,,-mesurable.
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3.1.2 Approche via le développement de Taylor de la fonction G

On peut également utiliser une approche basée sur le développement de Taylor de la fonction G.
Bien que cette approche nécessite des hypotheses beaucoup plus restrictives, on verra par la suite
qu’elle est cruciale pour obtenir la convergence des algorithmes de Newton stochastiques.

Théoreme 3.1.2. On suppose que m est I'unique minimiseur de G et l'unique zéro du gradient. On suppose
également qu'il existe des constantes C, C' telles que pour tout h € RY,

V2G|, <C et E [thg(x,h)uz} < C'(1+G(h) — G(m)).

Alors m,, converge presque stirement vers m.

Démonstration. Al'aide d’un développement de Taylor de la fonction G, il existe h € [m,,, m,,41] tel

que

G (Bus1) = G (6n) + (VG (), mns1 — ) + % (s — i, V2G(It) (141 — 1))

1
= G (0n) = Yur1 (VG (my), Vg (Xnt1,mn)) + E’Y%H—l <Vh8 (Xiy1, M) ,VZG(h)th (Xn+1zmn)>

De plus, comme H V2G(h) HOP < C, on obtient

1
G (mns1) < G (mu) = Yns1 (VG (mn), Vig (Xns1,mn)) + E'Y%H HVZG(h)Hop Vg (Xn+1,mn)H2

1
< G (1) = Yus1 (VG (1n) , Vig (Xus1, 1)) + 5C041 Vi (Xt 1) ||

Attention! On n’a pas supposé que la fonction G est positive, et on ne peut pas espérer appliquer
directement le théoreme de Robbins-Siegmund. Cependant, on peut réécrire 1'inégalité précédente

comme

1
G (1) = G(m) < G (my) = G(m) = Yusa (VG (), Vig (Xus1,mtn)) + 5C11 Va8 (Xwer, ma) |

Pour tout n > 0, on note V,, = G (m,) — G(m) et F,, = 0 (Xy,...,Xn). En passant a 'espérance

conditionnelle, on obtient, comme m,, est F,,-mesurable,

1
E [Visa | Fal < Vo= (VG () E[Vig (Xusr, 1) |Fal) + 5C02 1 [[1V48 (Xt ma) | 7]

1 1
< (1 + ZCC/’Y%H) Vi — Y1 |VG (mn)Hz + ECCI’Y%H

Comme par définition de m, V,, est positif et grace au théoreme de Robbins-Siegmund, V;, converge
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presque stirement vers une variable aléatoire finie et

Y et IVG (my)|? < 400 pas.

n>1

Comme ) ,>1Yn+1 = +oo, on a liminf, [|[VG (m,)| = 0 presque stirement, et comme m est

I'unique zéro du gradient, liminf,, ||m, — m|| = 0 presque strement. Ainsi, liminf, V;, = 0 presque

stirement et donc V,, converge presque stirement vers 0, ce qui implique, comme m est 1'unique

minimiseur de la fonction G, que m,, converge presque stirement vers . O

3.1.3 Approche Lyapunov

En réalité, les approches précédentes peuvent étre "généralisées”" aux fonctions Lyapunov V :
RY — R,.

Théoréme 3.1.3. On suppose qu’il existe une fonction V : R4 — R vérifiant

alors

V(m) = 0 et pour tout h # m, V(m) > 0.
V est continument différentiable et a gradient L-lipschitz, i.e pour tout h,h' € RY,

|VV(h)—=VV(H')|| < L|h—H|.

1l existe une constante positive C telle que pour tout h € R,

E [[IVig (X, W)IP| < C(1+Vh)

1l existe o > O tel que pour tout h € RY,

(VG(h), VV(h)) = aV(h),

Démonstration. En regardant le développement de Taylor de la fonction V a l’ordre 1, on obtient

1
V (myy1) =V (my) + </O VV (mpq1 +t (my — M) dt, myq — mn>

1
=V (my)+(VV (my), my1 —my) + </0 VV (mpq1 +t (Mg — myiq)) — VV (my,) dt, myq — mn>
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En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz et comme le gradient de V est L-lipschitz, on obtient

1
V (1) SV (ma) + (VV () it = ma) 4+ [V (s £ (= m0)) =V ()| 0 = |
1
SV () 4+ (TV () iy =)+ L [ (L= 0t sy = m
L
=V (1) +(VV (1), i1 = 1) + 5 [0 =

insi, en remplacant m, 1 et en passant a I’espérance conditionnelle, on obtien
A 1 tmy,yq et tal dit 11 btient

B[V (i) 1] < V () = 11 {9V (), VG () + 29241 [ Vg (K, )21 ]

LC LC
< <1 + 2731“) V (my) — ypaaV (my,) + 7731.

En appliquant le théoréme de Robbins-Siegmund on obtient que V (m,,) converge presque stre-

ment vers une variable aléatoire finie et que

E ’)’n+1v (mn) < +o0 p.s

n>0

et on peut alors conclure de la méme facon que pour les théoremes précédents. O

3.1.4 Application au modeéle linéaire

On se place dans le cadre du modele linéaire défini par (1.1), et on rappelle que 1'on cherche a
minimiser la fonction G : R? — R définie pour tout h € RY,

G(h) = %IE [(Y - hTX)Z] .

Le théoreme suivant nous donne la forte consistance des estimateurs de gradient dans le cas du

modele linéaire.

Théoreme 3.1.4. On suppose que X admet un moment d’ordre 4, que € admet un moment d’ordre 2 et que
la matrice E [XXT] est définie positive. Alors, les estimateurs de gradient stochastiques définis par (1.5)
vérifient
By —— 6.
n—+00
Démonstration. On rappelle que pour tout i € R?, on a V2G(h) = E [XXT| qui est supposée
définie positive. De plus, pour tout & € R? tel que h # 6, on a, a I'aide d’un développement de

Taylor du gradient,

VG(h) = /01 V2G(0+ (h — 0)dt (h— 0) = E [XXT] (1 —0)
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et on a donc, comme E [XXT} est définie positive,
(VG(h),h—0) = (h—0)"E [XXT} (h—6) > 0.

De plus, on a pour tout h € RY,
2
IVig(X, Y, )| = H (Y - XTh) XHZ = (Y - XT9> +xT0—n) | |1x|P
—

2 4 2
< 2¢* | X||*+ 2| X|" |6 — A

Et donc comme X admet un moment d’ordre 4, que € admet un moment d’ordre 2, et comme X, €

sont indépendants, on a
E [[Vig(X, Y, 0)|*| < 2B [ B [|IX|] +2E [IX]*] |I7 - 0]

et les hypotheses du Théoreme 3.1.1 sont donc vérifiées, i.e 8, converge presque stirement vers
6. O

3.1.5 Application a la régréssion logistique

On se place dans le cadre de la régression logistique (1.2), et on rappelle que I'on cherche a mini-
miser
G(h) = [log (1+exp (h7X) ) —n"xY]|.

Le théoreme suivant donne la forte consistance des estimateurs de gradient stochastique dans le

cadre de la régression logistique.

Théoreme 3.1.5. On suppose que la variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 et que la Hessienne
de G en 6 est positive. Alors, les estimateurs (6,,) de gradient stochastiques définis par (1.6) vérifient

0, - 0.

Démonstration. Pour touth € R?, on a
IVag (X, Y, 1) = H(n (h"x) - ¥) xH < ‘n (h"x) —y] 1X|| < 1X]I.

On a donc
E [|IVag(X, v, 1)°] <E[IXP].

De plus, a I'aide d'un développement de Taylor, on a pour tout &

VG(h) = /01 V2G (0 + t(h — 8)) dt (h — ).
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De plus, la fonction 7 est continue et comme X admet un moment d’ordre 2, ’application
h—s V2G(h) = E [7‘[ (hTX> (1 — (hTX)) XXT}

est continue. De plus, comme la Hessienne de G est positive en 6, en notant A, sa plus petite
valeurs propre, il existe rg > 0 tel que pour touth € B (0,rg),

)\min

2

Amin (V2G(h)) >
Comme la Hessienne de G est au moins semi-définie positive, pour tout 1 # m,
(VG(h),h— 6) = </01 V2G(6 + t(6 — h))dt(h — 6),h — 9>
_ /01 (V2G(0 + t(h — 0))(h — 0),h — 0) dt
> [ Ao (V2G(6+ 105~ 6))) 1 — 0|
Sihe B(0,rg),ona
1AL

. -
_gy> [ Amingp g2 gp = Aminogg g2
(VG(),h—0) = [ 25— 0]*dt = Z5 1 o)

Si|lh—6| >rp,ona

] ]

Ainsi, sih # 6,
(VG(h),h—06) >0
et les hypotheses du théoreme sont donc vérifiées.
O

3.2 Vitesses de convergence presque siire

On s’intéresse maintenant a la vitesse de convergence des estimateurs obtenus a l'aide de l’algo-
rithme de gradient stochastique. Pour cela, on suppose maintenant que la suite de pas (7, ) vérifie
Yn =cyn “avecc, >0eta € (1/2,1).

3.2.1 Cadre

Afin d’obtenir les vitesses de convergence presque siire des estimateurs, on suppose maintenant

que la fonction G que I’on cherche a minimiser est différentiable, convexe, et qu’il existe m qui soit
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un zéro du gradient. De plus, on suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(PS1) 1l existes des constantes positives v > 1 — 1 et C, telles que pour tout & € R?,
E |[[Vhg (X, 0)[72] < Cy (14 [In —m]7*2)
(PS2) La fonction G est deux fois contintiment différentiable sur un voisinage de m et
Amin := Amin (V2G(m)) > 0.

A noter que 'hypothése (PS1) est vérifiée, par exemple, dés que V;g(X,.) admet un moment
d’ordre 4 tandis que I'hypothese (PS2) implique la stricte convexité (et méme forte convexité locale)
de la fonction G. A noter que les hypotheses pour obtenir les vitesses de convergence presque stire
sont beaucoup moins restrictives (de maniere générale) que celles pour obtenir la convergence en

moyenne quadratique.

3.2.2 Vitesses de convergence (gradient borné)

Afin d’obtenir les vitesses de convergence des estimateurs, et ce avec des preuves simplifiées, on

supposera dans cette section que I’hypothese suivante est vérifiée :

(PS1’) Le gradient de g estborné : il existe une constante positive C, telle que pour tout € R,
IVig (X, B < G-

Le théoréme suivant nous donne alors la vitesse de convergence presque stire des estimateurs.

Théoreme 3.2.1. On suppose que les hypothéses (PS1’) et (PS2) sont vérifiées. Alors

Inn
o, —mlf =0 (%) s

n

Démonstration. A noter que les hypotheses du Théoreme 3.1.1 sont vérifiées et que ’on a donc

N’ayant pas forte convexité de la fonction G, on ne peut pas utiliser ’approche brutale de la preuve
du Théoréme 1.4.1, mais on va s’en approcher en linéarisant le gradient. Plus précisément, rappe-

lons que I'on peut réécrire 1’algorithme comme

Myp1 —m=my —m—"7,11VG (mﬂ) + Yn18nt1

avec Cy+1 = VG (my) — Vg (X41, my). Rappelons également que considérant la filtration F =
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(Fn), (Cn) est une suite de différences de martingale. En linéarisant le gradient, on obtient

Myi1 — M = Ny — 1 = Y1 V2G (1) (11 = 1) + Y181 + Va1 V2G (1) (g —m) — 511V G (1)
= (Id - 'Yn—&-lvzc(m)) (mn - m) + 'Yn—o—lgn—i-l - 'Yn+15n (3-3)
ot 8, = VG (my,) — V2G(m) (m, — m) est le terme de reste dans la décomposition de Taylor du

gradient. De plus, grace a 'hypothese (PS2), il existe un voisinage V},, de m telle que G soit deux
fois contintiment différentiable sur V,,, et donc, pour tout € V,

1
|VG (k) — VG (m) (h—m)|| = H/ V3G (m + t(h — m))dt (h — m) + V*G(m)(h — m) H
0
1
< /O IV2G(m + t(h — m)) = V2G(m)||,, dt | i — m]|
Par continuité et comme m, converge presque slirement vers 1, on a donc
16ull = o (lfmn —ml])  p-s.
De plus, grace a la décomposition (3.3) on peut montrer par récurrence que 1'on peut réécrire
m, — m comme
n—1 n—1
My —m = Buo (Mo —m) + Y Buir1Vks1Ck1 — 3 Brk+1 Vi1 (3.4)
k=0 k=0
avec pour tout k,n > 0 tels que k < n,
n
Bux = H (Id - ’)’jsz(m)) et Bun = 1a.
j=k+1

Cette décomposition est clairement vérifiée pour n = 0. De plus, pour n + 1, en utilisant la décom-
position (3.3) et par hypothese de récurrence, on a

Mpyy1 — M = (Id - ’)/n_HVZG(m)) (mn - m) + Yn+18n+1 — Yn+10n
-1 -1

n n
= (Is = Y1 V?G(m)) (ﬁn,o (mo—m) 4+ Y Bujs1Ter18ks1 — Y ,Bn,k+17k+1(5k> + Y1801 — Yur16n-
k=0 k=0

En remarquant que que pour toutk < n — 1, (I — ¥44+1V?G (m)) By +1 = Bus+1k+1, on obtient
n—1 n—1

Mup1 — 1M = Bui1o (Mo —m) + Y Bust 1 Ver18k1 — Y Pt hr1 V10 + Vns18ns1 — Yng16n
k=0 k=0
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Comme Yy 41Cn+1 = Put1,n+1Yn+16n+1 €t que 'on peut faire de méme pour J,,, on obtient

n—1 n—1
My1—1m = Buy10 (Mo — 1) + Y Bust i1 Ves18ka1 — Y Prst ka1 Vk+10k + Vg 1Bnsinr18ns1
k=0 k=0

- 7n+1ﬁn+1,n+15n
n

n
= Bur10 (Mo —m) + Y Buit 1 Ver18ke1 — Y, Bt ki1 Vi 10k
k=0 k=0
et la décomposition (3.4) est donc exacte. De plus, en remarquant que 'on peut réécrire B, =

Bn,o ,3,;3, on peut réécrire

n—1

n—1
Y Buke1Vkr18kr1 = B Y Brt1Cra1 =1 BuMy
k=0 k=0

et M, est alors un terme de martingale. Cependant, il est compliqué d’utiliser directement la loi
des grands nombres ou la loi du log itéré pour les martingales vectorielles directement pour ce
terme. On peut par contre utiliser deux approches distinctes : la premiere consiste a obtenir une
inégalité exponentielle pour ce terme avant d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli (approche dé-
veloppée dans [CGBP20] par exemple). La deuxiéme consiste a réécrire la martingale dans la base
orthonormée de la Hessienne et d’utiliser la loi des grands nombres pour les martingales réelles a
chacune de ces coordonnées (approche développée dans [Pel98] par exemple). Les deux approches

conduisent au lemme suivant :

Lemma 3.2.1. On suppose que les hypotheses (PS1’) et (PS2) sont vérifiées. Alors

LN
nn
—O< n“) p.s.

Ce lemme sera démontré par la suite. Revenons maintenant a la preuve du théoréeme. Maintenant

n—1
Y Bt Vs 18k
k=0

que I'on a donné la vitesse de convergence du terme de martingale, on peut s’intéresser a la vitesse
de convergence du terme di a I'erreur d’initialisation, i.e du terme B, (19 — m). Rappelons qu'il
existe ng tel que pour tout n > ny, ||I; — 'yn+1H||op < 1— AminYne1- Ona donc, comme 1+ x <

exp(x),

n

n no
op < n”ld_’)/kHHop < HHId_rYkHHop H (1_’)/k)\min)
k=1 k=1 k=no+1

H,Bn,o

no n
S H HId - ’)/kHHop exp <_)\min Z 'Yk)
1

k= k:n0+1

et ce terme converge donc a vitesse exponentielle, et en particulier, couplé avec le Lemme 3.2.1, il
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vient

n—1 2

Buo (mo —m) + Z B k+1Yk+18k+1
k=0

= O (ypy1lnn) ps

et il existe donc une variable aléatoire A telle que pour tout n > 0,

On va maintenant se concentrer sur le dernier terme, i.e sur

2

n—1
Buo (mo—m)+ Y Buii1Vis18er1| < Ayuprln(n+1) ps.

k=0

n—1
A=Y Bujs17kr16k-
k=0

Rappelons que I'on a vu que pour tout n > 0, ||d,]| = o (||m, —m||) p.s. On a donc

||An+1H = H(Id - 'Yn+1H) Ap + ’)’n+15nH < (1 - Amin’)’nJrl) HAHH + Yt H‘5n||
< (1= Amin¥n 1) [18ll + Ynsar [0 — ] (35)

5
avecr, = 19]

= T 1, —m| 20 qui converge presque stirement vers 0. De plus, par inégalité triangu-
n

laire, ||m, — m|| < H'B"’O (mo —m) + Y770 Brkr1Vk+18k41 H + ||An|- On peut donc réécrire 1'inéga-

+ HMI)

Comme H’B”’O (mo —m) + Y770 Brgr1Vk+18kt1 H < VA Vn}f}{l presque stirement et en appliquant le

™ =o<”“”> ps,

lité (3.5), pour tout n > np, comme

n—1

Buo (mo —m) + Y Buii1Vis18k41

[Anall < (1= AminYnt1) [[Bull + 7a¥ns1 (
k=0

Lemme 2.1.2, on obtient donc
na/z

ce qui conclut la preuve. O

Donnons maintenant la preuve du Lemme 3.2.1. La premiere version est donnée dans [CGBP20].

Preuve du Lemme 3.2.2 (Version 1). L'objectif est d’adapter la preuve du Théoreme 4 dans [Pin94]
afin d’obtenir une inégalité exponentielle avant d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli.

On consideére maintenant A > 0 et j < n et on considére la fonction ¢ définie pour tout t € [0, 1]

s )

par
j—1

p(t) =E Bij+1Vk+18k+1 + EBn j+17j+18j+1

k=0
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La fonction ¢ est dérivable et on a pour tout f € [0,1],

j—1

Y B Vie18ka1 + B j17j+18j41
k=0

¢'(t) = —AE =) Pujr1tiebj sinh </\
HZk:o Brj+1Yk+18k+1 + EBn jr1Yj+1Gj+1 H

)

et en particulier

@' (0) = —AE

)i

) E [Bu+17j+1G41|F7]

j—1
Z Bik+1Vk+18k+1
k=0

'_ﬁln,j—i—l')’j—i-le—&-l sinth <A
HZ{@O B k+1Yk+18k+1 H

= —Ar— ! sinh ()\
HZ;;%) B k+17k+18k+1 H
=0.

j—1
2 Brk+17k+15k+1
k=0

On peut également montrer que ¢ est deux fois dérivable et (voir preuve du Théoréme 4 dans

[Pin94])

j—1
gD”(t) < A2E [H,Bn,j—&-l’)’j—i-lgj—&-l HZ eAtHISn,j+17j+1§j+1H |,F]} cosh ()\ Z B k-+1Vk+1Ck-+1
k=0

On a dong, a I'aide d"un développement de Taylor,

cosh (/\

< (1+ej,) cosh (/\

¢(1) =E

1
) m] = p(0)+ [ (1-t)g" (it

)

avecej, = E [eAHﬁnJHWHng | — 1—A Hﬁn,j_i_l’)/j_l,_lé]‘_t'_] H \]-"]] . De plus, en considérant

j
2 Bik+1Vk+18k+1
k=0

-1
Y Buk+1Vk+18ks1
k=0

- cosh ()\ HZZ;(} 5n,k+17k+1§k+1H>
- o (L+ejn)

Gu

et Go = 1, on obtient E [G,,|F,,—1] < G,_1 etdonc E [G,] < 1 pour tout n. De plus, pour tout r > 0,

comme cosh(x) > e*/2,

Ar

cosh(Ar) S
T (T4 egn)

P[|Mau| = 7] =T —
o (1+ejn)

Gp > <P

2G

Avant d’utiliser I'inégalité de Markov, on va un peu travailler sur les termes ¢;,. Remarquons que
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comme [|V},g (X41,my)|| < Cg ona pour toutk > 0, onalE [ngﬂ Hk ]}"]} < 2k*1C§. et donc,

= k k & k _
Cjn = k;/\k 1Bnj1lg, Vi E [Hé‘jHH |-7:j] < k;)‘k 1Bnjs1llop ¥/12271Co
212 12 L2 & k—2 k-2 k—2mk—2 k-2
= 2032 Bl 7 A2 gl 22
et en faisant le changement d’indice k' = k — 2, on obtient

Cjn < 2C§)\2 H;Bn,jJrl Hip ’)’]2+1 exp (2)‘ H,Bn,j+1 Hop ’Yj+1cg>

et on a dong,

exp (Ar)
_ 2
;l:()1 (1 + ZC(%/\Z H‘Bn,]'+1 Hop fy]Z_H exp (2/\ “‘Bn/j+1 Hop ,ijFng))

P[||Mayu|l > 7] <P [2G, >

De plus, comme pour tout x, 1 + x < exp(x) et on obtient

exp (Ar)

P [[[Myn]| =2 7] <P |2G, > PR T,
eXp (Zj:o 2C3A2 ||Bujs1ll,, 7741 exp (27\ 1Buj1ll,, 7j+1Cg)>

et en appliquant 1'inégalité de Markov et comme E [G,] < 1,

n—1
P{[[Ma > 7] < 2exp <—M + Y20 || Bujia s, 7ir exp (2)‘ 1Bl "Yj+1cg>>
=0

et ce pour tout A, r > 0. Le but du jeu est donc de prendre r le plus petit possible et de prendre un A
suffisamment grand pour que le terme dans 1’exponentielle tende vers —co. On va donc prendre A

de tel fagon a ce que pour tout j < n — 1, on ait exp (2)\ || Brjs1 Hop Vi1 Cg) qui soit uniformément

N In(n+1)
Tn+1

et on peut "facilement” montrer qu’il existe une constante positive C’ telle que pour tout n et pour

bornée. On va donc prendre

toutj <n—1,exp (2/\ HIB"/J'HHO;; 'y]'+1Cg> < C’, eton aalors

In(n+1)
TYn+1

In(n+1) =l
r+2C§C'¥ Z Hﬁn,]drlHip ’YJZ+1>
i=0

P [HMZ,nH > 1’] < Zexp (_ L
n
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Grace a la Proposition 1.4.1, on a

n—1
Z Hﬁnﬁl”i ’Y]Z+1 =0 (7n+1)
=0 P

et il existe donc une constante C” telle que pour tout n > 0,

ln(n + 1) n—1 2
2D g 42 < e+
n+1 j=0

et on obtient donc

In(n+1)

P[[[Mau]) 2 1] < 2exp <_
Y41

r+C"In(n + 1))

Il faut maintenant prendre r le plus petit possible et de telle sorte que la somme sur n des pro-
babilités soit finie afin de pouvoir appliquer le lemme de Borel-Cantelli. En prenant r = (2 +
C")\/Yn+1In(n+ 1), on obtient

P |||Manl| > 2+ C")\/vus1In(n+ 1)} <2exp (—2+C")In(n+1) +C"In(n+1))

=2exp(—2In(n+1))
2
(n+1)2

qui est sommable, et donc, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on obtient
|MaalP> = O (rasiIn(n+1)) ps.

ce qui conclut la preuve.

Donnons maintenant une deuxiéme version de la preuve du Lemme 3.2.2, qui est une version

simplifiée de celle proposée dans [Pel98].

Preuve du Lemme 3.2.1 (Version 2). Comme H est symétrique, il existe une base orthonormée B’ =
{e},..., ¢} de RY telle que H soit diagonale sur cette base. A noter que pour tout 0 < k < 1, B«
est alors diagonale et si on note 0 < A1 < ... < Ay les valeurs propres de H, on a

H?:k+l (1- 7]’)‘1)
ﬁnk::
[T ki1 (1= iAa)
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Ainsi, si pour toutk > 0eti=1,...,d one note ¢, la i-eme coordonnée de ¢ dans la base B’, on a

2

2

d n—1 n k+1 .
=) | X Aiy)) [T =2jA) " Yies18rs,i
i=1 | k=0j=1 j=1

=:M;,

et on a donc M;,, qui est une martingale réelle a laquelle on va chercher a appliquer la loi du log-
itéré. De la méme fagon que pour l’estimateur en ligne des quantiles, en notant (M;), le crochet de

M, ,, on remarque que

n—1k+1

n
n < Z H (1 - 7]'/\1')72 7%+1Cg =0 (H (1 - /\i'Yj)iZ ’Yn+1) ,
k=0 j=1

j=1

la derniere égalité étant obtenue grace a la Proposition 1.4.1. Il existe donc une constante C; telle

que

n .
1o LT =A== 0 ()
j=1

et en particulier Inln (s3) = O (Inn). La loi du log-itéré nous donne donc que

n=1 n 2
(Z [T (1—2) 'Yk+1€k+1,i> =0 (12;1) p.s

k=0 j=k+2
et donc qu’il existe des variable aléatoires By, ..., B, telles que

2

1
< (Bi+...+Bg) nrn

n—1
Z Bivk+1Yk+10k+1
k=0

ce qui conclut la preuve. O

A noter que l'on peut conclure la preuve précédente car les B; sont sommables, ce qui n’est pas
nécessairement le cas en dimension infinie, et il faut alors se rammener a la premiére version de la

preuve.

3.2.3 Vitesses de convergence (cas général)

Le théoréme suivant donne la vitesse de convergence presque stire des estimateurs avec un cadre
plus général que celui de la section précédente.

Théoreme 3.2.2. On suppose que les hypothéses (PS1), et (PS2) sont vérifiées. Alors

o, =l =0 (TEEL) ps
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Preuve du Théoréme . La preuve est analogue a celle du théoreme 3.2.1, seul le Lemme 3.2.1 change.

Plus précisément, on le remplace par le lemme suivant :
Lemma 3.2.2. On suppose que les hypotheses (PS1) et (PS2) sont vérifiées. Alors

2

Inn
= O( o ) p.s.

A noter qu’une version plus générale de ce lemme est disponible dans [CGBP20].

n—1
Z B+ 1Yk+16k+1
k=0

Proof of Lemma 3.2.2. A noter que grace a '’hypothese (PS1), il existe une constante positive C telle
que pour toutn > 0,

E |11 17| < E (11948 (X1, ma) P 1F2] = 196 (ma) P < € (1 + [ — ).

On introduit maintenant I'évenement A, = {||m, —m| > 1}. Comme m, est F,-mesurable et
converge presque slirement vers m, on a 14, qui est F,-mesurable et qui converge presque stre-

ment vers 0. On introduit également les évenements

Buvr = {llmn —ml| <1, [|Gnsall <77}

Cos1 = {llmn —m| < L[ Gurall > 17n}

avec 17, = 'y;j_{z(ln(n +1))~1/2. A noter que si on note AS le complémentaire de A,, on a AS =

B,11JCyi1, eton adonc

n—1 n—1 n—1 n—1
Y Bugs1Mes1lrrr = Y Bk lieila, + Y Bugs1 Vee18ka11Bey + Y Bt Yir18kr1le,,
k=0 k=0 k=0 k=0

Comme 14, est Fi-mesurable, on remarque que

E [SelaclFe| = B2l Lug = 0= E [1 (1o, +1e) 1B = E [Gkalp, [ A +E [Genle,, 1A

On obtient alors

1

n—1 n—1 n—

Y Bujr1Yer18ki1 = Y Buki1Yes1Gr1la, + Y Bus1 ka1 (Gkialee, — E [Ckials, | Fi])
k=0 k=0 k=0

1

ne
+ Y Bugr1 Vit (Cerale,., — E [Cerale, [ Fi])
k=0

et on doit donc donner les vitesses de convergence de ces trois termes.

Majoration de M;, = Zz;é Buki1Vki1Ckr11la,. On note H = V2G(m) et en remarquant que
M1 = (Ig — yne1H) M1y + Yut+18nt11a,, et comme (G,4114,) est une suite de différences de



3.2 Vitesses de convergence presque siire 79

martingale,

E [[|My1 12 1F0] = 1 (la = st H) Mual? + 720 (10117 14,1 7]

2 2 2
< (s = o HIG, (Ml + 22014, B [[Enia 172

Comme 7, décroit vers 0, et comme 0 < Amin (V2G(1)) < Amax (V2G(m)) < oo, il existe un
rang ng tel que pour tout n > ny, ||I; — ’Yn+1HH0p < 1 — AminYn+1- Donc pour tout n > ng, on
obtient

E [||Mya? 1F0] < (1= Amin¥ns1)” [Muall® + 22010, (1G]

On note maintenant V,, = [T;_, 1 (1+ Amin7k)” || M1.]|% et on a donc pour tout n > ny,

n+1

2
E [Viy1]|Fa] < (1 - A%nin’)/%-i-l) Vi + 'Y%z+11AnIE [HCnHHZ |~Fn} H (1+ /\min’)’k)2
k=no+1
et comme 14, converge presque stirement vers 0, on a
) n+1 )
Y el E 6l 17| TT (14 Amnm)® < o0 ps.
n>ng k=ng+1

En appliquant le Théoreme de Robbins-Siegmund, on obtient donc que V;, converge presque stire-

ment vers une variable aléatoire finie et en particulier, on obtient

k:n0+1

=0 T+ 5o

etcomme [Tf_, 11 (1+ AminVk) ~ €XP (Amin L=y, 41 V&), cela implique que M, converge a vitesse
exponentielle.

Majorationde Mz, = Y7~ Bui+1Vk+1 (Ckr1lc,,, — E [Crialc,., | Fk] ) Onnote €xiq = Ceiale,,, —
E [@kﬂlck . \fk} et (ex) est alors clairement une suite de différences de martingales adaptée a la
filtration. De plus, comme M3, 11 = (Ij — Yn41H) M3, + Ynt1€4+1, On a pour tout n > ny,
2 2 2
E [||Ms01]] < 1| (la = 1 H) Maa|* + 92 1 [llensall® |1 7]

2 2 2
< (1= Amin1)? Ml + 720 [lensa |7
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De plus, en appliquant I'inégalité de Holder,

2
E [Jlensal® 1] < 2E (11948 (X1, m0) > Uy sz, F ] Ly <
242 % Y
< 2 (E [1V4g Ko, ma) P2 [ Fa] )™ P [Ewsa | Z 7l Fal) ™ L,
< 2057 (14 = mP*2) ™ (P [1n 1]l 2 7l Fa)) ™ L,y

a1 T
< 2T (P {1 Engall = 1l Ful) ™ Ly <1-

En appliquant I'inégalité de Markov, on obtient donc

a1 L ™ _
E [len1l? 17:] <2575 (B (1807 17] ) ™ 02 U, <

. L l/'l/ —
<2 TCTT (2B [[Vig (X, ma) P2 1] ) ™ 12 Y,

< 22+2VC1/7’]_2V
= n
On obtient donc, comme 77, = 7,;1{2 In(n+1)"1/2,
E [[ M| < (1= Aminynan)? [ Mal + 252 C7 (I + 1))

En posant V! = 7,1 ||Ms,||* et comme il existe un rang n; tel que pour tout n > n; on ait

'y;jlfyn (1-— )\min'ynH)Z <1, ona pour tout n > ny,
E [Vl Fa] < Vi +222C Y (In(n + 1)),
etcommev >1/a—1,onal+v >1/a >1etdonc

Z 22+2"CV7}1H (In(n+1))" < +o0

n>0

et en appliquant le théoreme de Robbins Siegmund, on obtient que V,, converge presque siirement

vers une variable aléatoire finie, i.e

||]VI3,n||2 =0 (Y1) pes

Majoration de M, ,, = ZZ;& Brj+1Vk+1 (G118, — E [Ckr11B,|Fk]). Dans ce qui suit, onnote 541 :=
Ck+11p, — E [Ck111B,| Fk]- (En) est clairement une suite de différences de martingales par rapport a
la filtration et on va donc réadapter la preuve du Lemme 3.2.1. On considere A > O et j < n et on

)

considere la fonction ¢ définie pour tout ¢ € [0, 1] par

cosh <}\

j—1

Y Bukr1 V181 + 1741811
k=0

o(t) = E
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De la méme fagon que pour la preuve du Lemme 3.2.1, on a

cosh (/\

< (1+¢j,) cosh </\

J
Y Bujer17k+18k41
k=0

¢(1) =E

1
) \fj] =90+ [ (1=t (t)a

)

avece;, = E [e/\Hﬂn,Hl“YfHE/“ —1-2 | Brjr17ie1Ei | \.7-"]} . De plus, en considérant

j—1
B k1 Vk+1Ek+1
k=0

cosh ()L HZZ;& B k+1Yk+15k+1 H)
Gn = n—1 1 X
o (L+ejn)

et Gop = 1, on obtient E [G,,|F,,_1] < G,_1 et donc E [G,] < 1 pour tout n. De plus, pour tout r > 0,
comme cosh(x) > ¢*/2,

Ar

[T (1+ejn)

cosh(Ar)

P[|Mpu| = 7] =T 1
;‘1:0 (1+ejn)

Gn > <P |2G, >

Avant d’utiliser 1'inégalité de Markov, on va un peu travailler sur les termes ¢;,. Remarquons

d’abord, que comme ||Ej+1 H < 211j et E [HE]'H HZ |]-"]} < 2C,ona pour tout k > 2
ElZinl* 1] < B[22l 17] < 27207 |20 17] <2 o
et dong,
= YA Bt v [IEa [F1F)] <26 T A |[Bpia | 7, 24yt
Cjn = k; H:Bn,JHHOP Tj+1 [H“‘]‘HH | ]} = k; H:BMHHOP Tiv14
—2CA\2 2 A2 = k2 k2 k—20k—2, k-2
1Bujialloy vier LA™ Bnja [ 2,
et en faisant le changement d’indice k' = k — 2, on obtient

jn < 2002 |Bujialls, Vs exp (24 [1Bujsall,, visamy)

et on a dong,

exp (Ar)

P [||Man]| > 1] <P |2G, >
I (142622 |Bujea |2, 720 exp (24 || Bugiall,, 1))
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De plus, comme pour tout x, 1 + x < exp(x) et on obtient

exp (Ar)
exp (L70 202 B s[5, 721 5 (24 [Buja,, vi175) )

P [[|Ma]| > 7] <P |2G, >

et en appliquant l'inégalité de Markov et comme E [G,] < 1,

n—1
2
P (| Mo > 7] < 2exp (—Ar + 1200 [Bujialle, e b (24 1Bl mm))
j=0
et ce pour tout A, 7 > 0. Comme 7; = 'y].jrll/ 2(In(j + 1)) /2, on peut réécrire I'inégalité précédente

comme

n—1
P [[IMzn]| = 7] < 2exp (—M + Y 200 |2, Via P (22 [Bujia [, /71 (InG o+ 1>>“2)>
j=0

Le but du jeu est de prendre r le plus petit possible et de prendre un A suffisamment grand pour
que le terme dans I'exponentielle tende vers —co. On va donc prendre A de tel fagcon a ce que pour
toutj < n —1, on ait exp (2)\ | Brjs1 Hop Vi (n(j + 1))*1/2) qui soit uniformément bornée. On

va donc prendre
A= VIn(n+1)
vV Yn+1

et on peut "facilement” montrer qu’il existe une constante positive C’ telle que pour tout n et pour
toutj <n—1,exp (2/\ | Brj1 Hop Vi1 (In(j + 1))_1/2> < C’, eton a alors

In(n+1 In(n+1) ¥~
vinnt 1) | oeentnt1) Z()) 1Bl 712“)
]:

PNl = 1 = 2exp <_ Vi Turt

_ 2
En notant u,, = ZZ;& H,Bn,j—H Hop 7]2+1 et en remarquant pour toutn > npon a

2 2
Upy1 < HId — r)/’H“lHHop Uy + ’)’%+1 < (1= AminYng1)" tn + 73z+1
et donc, grace a la proposition 1.4.1,
un = O (Y1)
i.e il existe une constante C” telle que pour tout n > 0,
n—1

1
20C = N IBuisally, 7o < C'nln + 1)
]:
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et on obtient donc

In(n+1)

IP[HMZ,nH 27’] SZexp <_ m

r+C"In(n + 1))

I1 faut maintenant prendre r le plus petit possible et de telle sorte que la somme sur #n des pro-
babilités soit finie afin de pouvoir appliquer le lemme de Borel-Cantelli. En prenant r = (2 +
C")\/Yn+1In(n + 1), on obtient

P |||Manl| > 2+ C")\/vus1In(n+ 1)} <2exp (—2+C")In(n+1) +C"In(n+1))

=2exp (—2In(n+1))
2
(n+1)?

qui est sommable, et donc, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on obtient

|Mzall? = O (yasalnm)  ps.

3.2.4 Application au modéle linéaire

On se place dans le cadre du modele linéaire défini par (1.1). Le théoreme suivant donne la vitesse
de convergence presque siire des estimateurs obtenus grace a 1’algorithme de gradient stochas-
tique.

Théoreme 3.2.3. Soit > % — 1 tel que que X admette un moment d’ordre 4 + 41 et tel que € admette
un moment d’ordre 2 + 21. On suppose également que la matrice E [XXT] est définie positive. Alors les
estimateurs de gradient définis par (1.5) vérifient

1
16, —6]> = O < “”) p.s.

an

Démonstration. On a vu dans la preuve du Théoréme 3.1.4 que 'hypothese (PS2) est vérifiée. De
plus, comme (voir la preuve du Théoreme 3.1.4 pour plus de détails)

IVg (X, Y, m)I| < lel I1X]| + 1 X 11 - 6]
on a donc
E [[1V3g (X, Y, 1)[**7] = 2521 ||| B [ XI*727] + B [IXI**7] f1h — 01>

et I'hypothese (PS1) est donc vérifée, ce qui conclut la preuve. O
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Dans la Figure 3.1, on s’intéresse a 1’évolution de 'erreur quadratique des estimateurs de gradient
du parameétre de la régression linéaire en fonction de la taille d’échantillon 7. Pour cela, on consi-
deére 0 = (—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5)7 € R¥, et on prend X ~ N (0,I;9) et € ~ N(0,1). De
plus, on a choisi ¢, = 1 et = 0.5,0.66,0.75 ou 1. On voit bien que 'on a une décroissance assez
rapide de l'erreur quadratique, et lorsque I'on prend ’échelle logarithmique, une heuristique de
pente nous donne que pour n suffisamment grand, on a bien une pente proche de —a. Enfin, on

peut remarquer que plus « est grand, plus 'erreur semble stable.

1.000-

Valeur de a
0.100- 05
— 0.66

— 0.75

Erreur quadratique

0.010-

0.001-

100
Taille de I'échantillon

FIGURE 3.1 — Evolution de I'erreur quadratique de 8, en fonction de la taille d’échantillon n dans
le cadre de la régression linéaire.

Dans la figure 3.2, afin de mieux visualiser les pentes, on considere 1’erreur quadratique moyenne
des estimateurs en générant 50 échantillons de taille n = 5000. A noter que bien que l'erreur
quadratique moyenne est meilleure pour « = 1, les estimateurs semblent dans ce cas beaucoup

plus sensibles & une possible mauvaise initialisation.

=
=}
=}

Valeur de a
0.5
— 0.66

o
[
o

\m\ |

1 10 100 1000
Taille de I'échantillon

Erreur quadratique moyenne

o
o
=2

FIGURE 3.2 - Evolution de I'erreur quadratique moyenne de 6, en fonction de la taille d’échantillon
n et du choix de « dans le cadre de la régression linéaire.
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3.2.5 Application a la régression logistique

On se replace dans le cadre de la régression logistique défini par (1.2). On rappelle que le parametre
0 est un minimiseur de la fonction G : R? — R définie pour tout h € R? par

G(h)=E [log (1 + exp (hTX)> = hTXY} =E[g(X,Y, h)].
Le théoréme suivant donne la vitesse de convergence des estimateurs obtenus via ’algorithme de

gradient stochastique dans le cadre de la régression logistique.

Théoreme 3.2.4. On suppose qu'il existe n > 0 tel que X admette un moment d’ordre 2 + 21. On suppose
également que V2G(0) est inversible. Alors les estimateurs de gradient définis par (1.6) vérifient

Inn
|\9n—9|\2:o( ) p.s.

n«

Démonstration. 11 faut montrer que les hypotheéses (PS1) et (PS2) sont vérifiées.

Vérification de (PS2). A noter que 6 est bien un zéro du gradient. De plus comme la fonction
x — 71(x)(1 — 7(x)) est continue et bornée, et comme X admet un moment d’ordre 2, la fonction
G est bien deux fois continument différentiable sur RY (et donc au voisinage de ). Enfin, comme
V2G(0) est inversible, on a bien Ayin > 0, et 'hypothese (PS2) est vérifiée.

Vérification de (PS1). Comme ||V;g (X,Y, k)| < ||X]|| et comme X admet un moment d’ordre
2 + 25, I'hypotheése (PS1) est vérifiée.

O
Dans la Figure 3.3, on considere 6 = (1,1,1,1, 1)T € R® et on prend X ~ N (0, I5). De plus, on

aprisc, = leta = 0.5,0.66,0.75 ou 1. On voit bien que I'on a une décroissance assez rapide de

I'erreur quadratique, sauf pour & = 1.

1.000-

VW,

o
Y
(=]
S

Valeur de a
0.5

— 0.66

— 075

0.010-
1

Erreur quadratique

0.001-

1 10 100 1000
Taille de I'échantillon

FIGURE 3.3 — Evolution de l'erreur quadratique de 6, en fonction de la taille de 1’échantillon n
dans le cadre de la régression logistique.
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Dans la figure 3.4, on s’intéresse a 1’évolution de 'erreur quadratique moyenne afin de mieux
visualiser les pentes. Cela semble confirmer que choisir & = 1 n’est pas une trés bonne option. Les
estimateurs ne semblent pas du tout converger a la vitesse 1/n. Pour les autres choix, on voit bien
que plus « est grand, plus la convergence est rapide.

|

Valeur de o
0.5
— 0.66
— 075
1

Erreur quadratique moyenne
o
=
o

o
o
2

1 10 100 1000
Taille de I'échantillon

FIGURE 3.4 — Evolution de 'erreur quadratique moyenne de 6,, en fonction de la taille de 1’échan-
tillon n et du choix du parametre a dans le cadre de la régression logistique.

3.2.6 Remarques

On a vu que sous des hypotheses faibles et en prenant un pas de la forme c,n™*, aveca € (1/2,1),
on obtient une vitesse de convergence de l'ordre -% (& un terme logarithmique prés). Cependant,
comme on a prit & < 1, on ne peut pas avoir une vitesse "optimale", c’est a dire une vitesse de
l'ordre de 1/n. On peut alors se dire naivement que 1’on peut prendre a = 1. Cependant, pour
assurer une vitesse en 1/, cela implique de prendre ¢, > ﬁ, aveC Amin = Amin (VzG(m)).
Dans la Figure 3.2, cette hypothese était vérifiée et on voit bien que les estimateurs convergent a la
bonne vitesse. Cependant, dans la Figure 3.4, cette hypothese n’était pas vérifiée et on a pu remar-
quer que l'on ne convergeait pas du tout a la vitesse 1/n. Cette approche a donc deux principaux
inconvénients. Le premier, c’est qu’il faut calibrer le pas par rapport a la plus petite valeur propre
de la Hessienne alors que 1’on ne la connait pas. Dans certains cas, on est capable de la minorer
par une certaine valeur Aj¢ et peut alors choisir ¢, > ﬁmf et ainsi obtenir une vitesse en 1/7 (a un
terme logarithmique pres). On peut méme montrer, sous certaines hypotheses,

Vi (11— m) —E— N (0,Zgm),

n—+00

LRM = Cy /0+oo fs(H_ﬁl"’)Ze_S(H_ﬁId)ds

avec & = E [V,g (X, m) V,g(X,m)T]. A noter que <H - %IO est définie positive car 5~ <

2cq
Amin(H), et donc Xgp est bien définie. Cependant, si on s’intéresse aux M-estimateur 7f1,, on a
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vu que sous certaines hypotheses de régularité

i (g —m) —5— N (0, H”ZH”) ,
n—+oo

et si X # 0, on peut montrer que 1’on a ainsi une meilleur variance, i.e on peut montrer que la
matrice H'ZH ! — Ty est au moins semi-définie négative. En d’autres termes, on ne peut pas
avoir, généralement, un comportement asymptotique optimal pour les estimateurs obtenus a l'aide
d’algorithmes de gradient stochastiques. Pour s’en convaincre, on peut considérer 1’exemple de la
régression linéaire. On rappelle que dans ce cas, on a ¥ = ¢?H, et en écrivant Lg) dans la base
orthonormée de H, et en notant Ay, ..., A; ses valeurs propres, on a

+o0 . 1 1 . 1 1
—sdiag( A1 —5—,..., Ay— . —sdiag( A1 — 5., Ay—
YrM = 0207/ e g( 1 2o 2CW)dlag (M, ..., Ag)e g< 1 2oy 257>ds
0

o? CyAq CoAg
= —di u ey —L

17 2, T 2,

> o*diag (A7, A7)

X

1
s

car pour tout x € (0,1), ona > 2.0Onadonc H'SH! — Xy qui est définie négative.
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Chapitre 4

Accélération des méthodes de gradient
stochastiques

On a vu dans le chapitre précédent qu’il n’est pas possible, généralement, d’obtenir un comporte-
ment asymptotique optimal pour les estimateurs obtenus a 1’aide d’algorithmes de gradient sto-
chastiques. On propose dans ce chapitre des transformations de ces derniers afin d’accélérer la

convergence et obtenir des estimateurs asmptotiquement efficaces.

4.1 Algorithmes de gradient stochastiques moyennés

Une méthode usuelle pour accélérer la converge, introduite par [Rup88] et [P]92], est de considérer
un algorithme de gradient stochastique moyenné. Celui-ci consiste a considérer la moyenne de
tous les estimateurs de gradient obtenus au temps 1, i.e ’estimateur moyenné 7, est défini pour

toutn > 0 par
1 n
my, = M.
" n+1k;) k

On reste ici sur des estimateurs en ligne dans le sens ot on peut écrire la procédure de maniere

récursive pour tout n > 0 comme

My1 = My — Y41 Vg (Xug1, Mn)

My = My + (mn+l - mn) ’

n—+2

avec my = 1o borné. A noter que la mise a jour de 'estimateur reste trés peu couteuse en terme
de temps de calcul. En effet, I’étape de moyennisation ne représente, a chaque itération, que O(d)
opérations supplémentaires. On s’intéresse maintenant aux vitesses de convergence des estima-
[\

teurs moyennés. Pour cela, dans ce qui suit, on considere une suite de pas de la forme 7, = c,n~
avecc, > 0eta € (1/2,1).
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4.1.1 Vitesse de convergence presque siire

Avant de donner les vitesses de convergence, on introduit le Lemme de Toeplitz, qui sera tres utile

dans les preuves.

Lemma 4.1.1 (Toeplitz). Soit a, une suite positive telle que y_,~ya, = +oo et X,, une suite de variables
convergeant presque stirement vers une variable aléatoire X. Alors

1 n
ZZ:O Ay k;)

.S
X, —2 5 X,
ke n—r—+00

En particulier, le lemme de Toeplitz nous dit que si m, converge presque stirement vers m, alors

M, converge aussi.

Afin de donner la vitesse de convergence des estimateurs moyennés, on introduit maintenant une
nouvelle hypothese, qui permet notamment de donner la vitesse de convergence du terme induit
par le terme de reste dans la décomposition de Taylor du gradient.

(PS3) Il existe des constantes 17 > 0 et C;, telles que pour tout i € B, := B (m,7),
IVG(h) = V2G(m)(h —m)|| < Cy ||k~ m|*.

L'hypothése (PS3) est vérifiée, par exemple, dés que la Hessienne de G est C; Lipschitz sur le
voisinage de m, i.e si pour tout h € By,

|V2G (m) — V*G M,y < Cyllh—m].

En effet, comme VG(m) = 0, la décomposition de Taylor du gradient nous donne que pour tout
h € By,

VG(h) = /01 V3G (m+ t(h —m))dt(h — m)

et on obtient donc

|VG(h) = V*G(m)(h —m)|| = H/ol V2G(m +t(h —m))dt(h —m) — V>G(m)(h — m)H

< [M192G 0+ 105~ m) — G m)||,, it 1~ mi]

/01 (V2G(m +t(h —m)) — V*G(m)) dt(h — m)H

Comme la Hessienne est C;-Lipschitz sur B,7 et comme pour tout i € B,7 ett € [0,1], onam—+
t(h —m) € By, on obtient que I'hypothese (PS3) est bien vérifiée. On peut maintenant revenir a la
vitesse de convergence presque stire des estimateurs moyennés, ce que nous donne le théoreme

suivant.
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Théoreme 4.1.1. On suppose que les hypothéses (PS1) a (PS3) sont vérifiées. Alors pour tout 6 > 0,

_ Inn)+?
|77, — m|* = o <(n)> p.s.

On obtient donc une vitesse (a un terme log pres) une vitesse de convergence en 1/n.

Démonstration. Au vu du terme log, on se doute qu’il va falloir utiliser une loi des grands nombres
pour les martingales vectorielles, et il faut donc faire apparaitre ce terme de martingale. Rappelons

que I'on a la décomposition suivante pour 11,1 :

Myy1 —m = (Ig — v H) (my —m) + vu118n1 — Yns10n

avec H = V2G(m), 8, = VG (my) — H (my, —m), et &1 = VG (my) — V3¢ (Xu11,mn). Rappelons
également que (,) est une suite de différences de martingales par rapport a la filtration générée

par I’échantillon. Cette décomposition de m,,11 peut se réécrire,

7n+1H (mﬂ - m) = (mn - m) - (mn-H - m) + ’)’n—i—lgn-&-l - 7n+1(5n
et en divisant par 7,41, on obtient donc

(my —m) — (M1 —m)

H(m, —m) = o

+ Cn—i—l - (Sn~

En sommant ces inégalités et par linéarité, on obtient

n

HY (mp—m)= Zn: (g = ) = (Mg = ) +kZ”:§k+l_an:5k
—0 —0

k=0 k=0 Yk+1

| —
=M,

A noter que M, est une martingale par rapport a la filtration. Enfin, en divisant par n + 1, on

obtient (par définition de 71,),

_ 1 & (mg—m) — (Mg —m) 1 & 1 &
H(m, —m) = + -—— ) 6 4.1
( n ) n+1k§0 Vit n_’_lk;ogk—‘rl n+1k§0 k ( )

~—

:IRl,,, ::Rz,n
etil ne reste plus qu’a donner les vitesses de convergence de chacun des termes a droite de 1’égalité
(4.1)

Vitesse de convergence de %HMHH' Rappelons que pour appliquer le Théoreme 2.2.4, il faut

vérifier qu’il existe v > 0 tel que les moments conditionnels d’ordre 2 + 2v soit uniformément
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bornés, ce qui n’est pas exactement le cas pour nous. En effet, on a a I’aide de I'hypothese (PS1),

E (|01 177 1] < E Vg (X, 1) + B [Vig (Xirsr, ma) | 5] |72 |
< 2V VE [ V3g (Xnsr,ma) [ |7

<212C, (14 | — m|*).

Cependant, comme m,, converge presque slirement vers m, on va utiliser un argument de tron-
cature. Plus précisément, on introduit I'évenement A, = {||m, — m| < 1} et on peut réécrire la
martingale comme
n n
My =) Gala + ), Gkl e
k=0 k=0
Comme 14, est F,,-mesurable, ({,4+114,) est toujours une suite de différences de martingales, et

elle vérifie
E [[|go |1 14,1 7] < 2272,

et en appliquant le Théoréme 2.2.3, on obtient pour tout 6 > 0,
2

oy

114, "

(n~|—1)

De plus comme 1 4c converge presque stirement vers 0, on a
Ay

Y lGniall 14 < +oo ps

n>0

et en particulier,

(n + 1)
et donc pour tout J > 0,

2 2

1 ) 2

(lnn)H(s
(n+1)2 [ Ma|” < (n+1)2 :0< > p-s-

114, 114¢

Vitesse de convergence de Ry ,. Afin de simplifier les notations, notons uy = m; — m. On peut
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réécrire (n + 1)R; ,, comme
n

(n+1)Rip =Y (e — 1) vy
k=0

n n
_ -1 -1
=) UKTip1 — D M T
k=0 k=0
n n
= $ ity i B!
= KV k41 071 k17 k41
k= k=0

n n
= Y (=) o e~ D iy
k=1 =1 =0

En faisant le changement d’indice kK’ = k 4 1 dans la derniére somme, on obtient

n n n+1
(n+ DRy = Yo (i =0t ) F v+ Y wer = Y weni!
k=1 k=1 k=1
Z Uk (lyk—i-l ) + u07;1 - ”n—i—l')’;;l_l
k=1
On a clairement .
71 _
oy Im-mlat =0 (3) b

et ce terme est donc négligeable. De plus, grace au Théoréme 3.2.3, on a

1 1 In(n+1)
P [mpt1 —mll 7y, =0 ((H_H)l—a/z p-s

et comme a < 1, ce terme est négligeable. Il reste donc a donner la vitesse de convergence du
dernier terme. A noter que la fonction f : t — ¢ 1% est dérivable, que 7, 431 —y = flk+1) -

f(k), et que
f(t) =c;tat*

On obtient donc ”71;:1 — ’yk_l‘ < c;takt et

Y (e —m) (il =)

n
< Y |lmyg —m|| cﬂ;loék”"1
=1

De plus, d’apres le Théoreéme 3.2.3, on a pour tout § > 0,

k‘x/Z p-s
In (k—|—1)1/2+‘5|

e — [k g,
k—+o00
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et on a donc, d’apres le Lemme de Toeplitz,

i H H Kk~ 1 i kzx/2 11 (k )1/2+(5 kl_a/z H H K 1
m —m|| k" = T In(k+1 ( my —m|| k" )
= — In(k +1)1/2+¢

—0 <Z K2 Mn(k + 1)1/2”) p.s.

k=1

etcomme Y} k17*/2In(k +1)/2+0 = O (n*/21In(n + 1)1/2+9),, il vient
(1nn)1+<5
=0\~ ) P

et comme a < 1, ce terme est négligeable, et donc R; , est négligeable par rapport au terme de

n

Y- (= m) (7l =)

k=1

1
n+1

martingale.

Vitesse de convergence de R, ,. Comme m,, converge presque stirement vers m et d’apres ’hypo-

these (PS3),ona d, = O ( |my — mHz) presque stirement, et donc, pour tout § > 0,

(n+1)" p-s

n
||571H 1n(n+1)1+5 N too 0

Ainsi, en appliquant le lemme de Toeplitz, on obtient

d & In(k+ 1)t (k+1)* \ _ In(k+ 1)
(n+1) [[Rol| < kg el = 3 NS <||5k|| ln(k+1)”‘5) =0 <Z (k_|_1)zx> pss

=0 k=0 k=0

et comme Y}, % = O (In(n + 1)'*9n1~*), on obtient

Ryp=o0 (ln(n + 1) (n 4 1)"") p.s
ce qui est négligeable car « > 1/2, et on a donc

Inn

I - mE =0 (B1) s

n

En particulier

(7 — m) |2 < A2, | H (i — m)|> = O (1“) ps.

Remarquons que l'on pourrait alléger I’hypothese (PS3). En effet, on peut la remplacer par
(PS3") 1l existe des constantes positives A > 0, a > 1 et Cy4 , telles que pour tout h € B(m, A),

IVG (k) = V2G(m)(h — m)[| < Caa [lh— m]".
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Ainsi, en prenant « > %, le terme Rj, resterait un terme négligeable, et on conserverait la méme

vitesse de convergence pour |'estimateur moyenné.

4.1.2 Normalité asymptotique

Afin d’obtenir la normalité asymptotique de I'estimateur moyenné, on a besoin d"une nouvelle hy-
pothese sur le gradient de g. Plus précisément, on supposera que 'hypothese suivante est vérifiée :
(PS4) La fonction ¥ : RY — M, (IR) définie pour tout h € R par

E(h) = E | Vg (X,1) Vig (X,1)] ]

est continue en m.

On peut maintenant obtenir la normalité asymptotique.

Théoreme 4.1.2. On suppose que les hypotheses (PS1) a (PS4) sont vérifiées. Alors

VA (T =) —— N (o,H 'zH™)

avec H := V2G(m) et L := E [th (X,m) Vg (X,m)T}.

On obtient donc un comportement asymptotique des estimateurs moyennés identique a celui des
M-estimateurs.

Démonstration. On a vu dans la preuve du Théoreme 4.1.1 que 1'on pouvait écrire H (71, — m)

comme 1
H (ﬁn - m) =Rin+ Ry + mMn

avec ||R1,]| = o L) et Ryl =0 L) presque stirement et M,, = Y ' Ckiq est un terme de
’ vn ’ Vi) Presd k=0 Gk+

martingale. En particulier, il vient

\/ﬁ ||R1,n

[0 et Vi|[Rey

‘ p.s 0
n—-+4oo

Il ne reste donc plus qu’a appliquer le TLC au terme de martingale. Attention, pour pouvoir vérifier
les conditions du TLC, il faut que la martingale soit a minima de carré intégrable, ce qui n’a pas

été vérifié. On va donc réécrire le terme de martingale comme

n n
My =Y G ljmem<1 + Y Skt Lmp—m>1 = Min + Map.
k=0 k=1

Comme m,, converge presque stirement vers 1, 1, —m|>1 converge presque stirement vers 0, et
donc

Yo NEnsll L1 < Foo pus
n>0
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et en particulier

1
= || Mz | 50 ps

i.e ce terme est négligeable. Pour appliquer le TLC au terme de martingale, calculons le crochet :
ona

(M), =) E [Ckﬂgl?ﬂl”mrmnglu'_k]
k=0

= Y E [(VG (m) — Vig (K, m)) (VG (1) — Vg (Xest, 1) 11| 3]
k=0

Comme my, est Fr-mesurable, il vient

(Mi)w = Y VG (mi) VG (m)" Ly <1 — VG (mi) (E [Vig (Xerr, 1) [Fi]) " Ly mj<1
=0

— Y E[Vig (X1, mi) | Fi] VG (m)" 11 + E [th (Xics, M) Vg (X1, mi)" !fk] 1 —m <1
k=0

=) E [th (Xicsr, M) Vg (X1, mie) |fk] Ljm—mj<1 — 3, VG (1) VG (m56) T 1<t
k=0 k=0

L’hypothese (PS2) nous donne que G est deux fois continument différentiable sur un voisinage V

h) Hop < Cy et donc

pour touth € V,

1
IVG(h)|| = H/ V2G(m + t(h —m))dt(h — m)H <Cy||h—m].
0
De plus, pour touth € V,ona

HVG(h)VG(h)T

o = IVG(h)|* < CF |lh —m]>.

Ainsi, comme m, converge presque sirement vers m et d’apres le Théoreme 3.2.3, on a pour tout
5 >0,
(n+1)*
In(n +1)1+2

.S
p—>0
op n—+00

HVG )VG(h)T

et en appliquant le lemme de Toeplitz, on obtient

ZVG (mi) VG ()" 1y, —m||<1
k=0

" In(k + 1)1 k+1)*
<k e (e V6 ol

n ln 1+5
(2 ) p.s
k=0
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et donc
1

n+1

op - (lngz :’F‘ 1;l+5> P

Enfin, comme m, converge presque slirement vers m et d’apres I’hypothese (PS4), on a

Y VG (m) VG (i) 1)y <1
k=0

E [th(XnH,mn)th(XnH,mn) 1y m|\<1|fn} oy

n——+00

et en appliquant le lemme de Toeplitz, on obtient

1
n+1

Z]E [th (Xist, 716) Vg (X1, i) 1 m\|<1‘fk} )

n——+oo

, o (M), p—> 2. De plus, comme [E [HCnHHZHW 1Hmn—mH<1’]:n} < 2%F2VC,, la condition

de Lindeberg est Ver1f1ee On peut donc appliquer le TLC pour les martingales et on obtient

Ainsi

1
— My, —=— N (0,%).
n—r+o00

Jn

ce qui conclut la preuve. O

4.1.3 Application au modéle linéaire

On se place dans le cadre de la régression linéaire (1.1). On peut donc écrire 1’algorithme de gra-

dient stochastique moyenné comme

On+1 = On + Yut1 (Yn-H - XZHG”) Xnt1

_ _ 1 _
Onsr =Ont —— (Ons1—0),

avec 0y = 6 borné. Le théoréme suivant donne la vitesse de convergence presque stire ainsi que

la normalité asymptotique des estimateurs moyennés.

Théoréme 4.1.3. On suppose qu'il existe 7 > 1 — 1 tel que X et € admettent respectivement des moments
d’ordre 4 + 4n et 2 + 21. Alors pour tout 6 > 0,

H(?n—GHZ:o(W) ps et /n(0,—0) —>j\/’(o o2H™ )

n n——4o0

Démonstration. On a vu dans la preuve du Théoréme 3.2.3 que les hypothéses (PS1) et (PS2) sont

vérifiées. De plus, comme pour tout i € R?
1
VG (h) = / V3G (0+ t(i —0)) di(h — 0) = E [XXT| (h —0)
0

I'hypothese (PS3) est vérifiée et on a méme VG(h) — V2G(6)(h — 0) = 0. 1l reste donc a vérifier
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que (PS4) I'est. A noter que pour tout & € R?, comme Y — X0 = ¢, on peut écrire ¥.(h) comme
2 2
S(h) = E [(Y - XTh) XXT] = E [XXT] ~ 2B [eX (1 — 0) XX"| + E [(XT(h ~0)) XXT]
2
—E [ezxxT] +E [(XT(h - 9)) XXT]

et comme X admet un moment d’ordre 4, la fonction X est bien continue en 6. De plus, on a
2(0) = 0?E [XXT] = 02H, ce qui conclut la preuve. O

Dans la Figure 4.1, on s’intéresse a I’évolution de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs
de gradient et de leur version moyennée, dans le cadre de la régression linéaire, en fonction de la

taille d’échantillon n. Pour cela, on consideére le modele
0=(—4,-3,-2,-1,01,2345T R’  X~N(01Iy), et e~N(01)

De plus, on a choisic, = 1eta = 0.66 ou 0.75. Enfin, on a calculé I'erreur quadratique moyenne des
estimateurs en générant 50 échantillons de taille n = 5000. On peut voir que dés que l'algorithme
de gradient arrive a convergence (n ~ 200), la moyennisation permet une réelle accélération, et a
échelle logarithmique, la pente avoisine —1. De plus, on peut noter que pour & = 0.66, 1’algorithme
de gradient arrive plus vite a convergence, ce qui permet a I'étape de moyennisation d’accéler la

convergence plus rapidement.

1.00-

SGD avec a =0.66
0.10- —— SGDaveca=0.75
—— ASGD avec a =0.66

ASGD avec a =0.75
0.01-

1 10 100 1000
Taille d'échantillon

Erreur quadratique moyenne

FIGURE 4.1 — Evolution de I'erreur quadratique moyenne de l'estimateur de gradient 6, (SGD)
et de sa version moyennée 8, (ASGD) en fonction de la taille d’échantillon n dans le cadre de la
régression linéaire.

De plus, pour tout xo € RY, on a

N (xgén - ng) ﬁ N (O, (szgH_lxo)



4.1 Algorithmes de gradient stochastiques moyennés 99

ce que l'on peut réécrire comme
Tg T
” Xo0n — x50 N
%
\ORxTH 1y "7

insi, en connaissant un estimateur en ligne de H™*, on pourrait construire un intervalle de
A t timat 1 de H! t t tervalle d

(0,1).

confiance et un test en ligne pour x} 6. Un estimateur récursif de H serait défini pour tout n > 0

par
— 1 —
Hn+1 Hn + ? (Xn-i-lX;L-] - Hn)

avec Hy symétrique et définie positive. En effet, on peut réécrire H, comme

— 1
H, = i1 <H0+2kak)

k=1

et par la loi des grands nombres, c’est un estimateur consistant. Cependant, inverser H, a chaque
itération pourrait s’avérer cotiteux en terme de temps de calculs, et on ne peut pas, pour le moment
construire ce type d’intervalles en ligne. On verra cependant comment inverser cette matrice a
chaque itération et ce, a moindre cout. Remarquons maintenant que I'on peut écrire le TLC comme
HY2 (8, -68)
Vi (6, 0) N(0,1),

[0 n—-+oo

et on obtient, par le théoreme de continuité,
n(@, -0 H@, -0 r
f

o o2 n—r+00 Xd

HY/2 (8, — 0)
(%

n

et grace au théoreme de Slutsky, on obtient

n(0,—0) H, (6, —0) 2

(7'2 n——+0o0

Il ne reste plus qu’a construire un estimateur récursif de o> pour pouvoir tester en ligne 6 = 6.
Un estimateur en ligne "naturel” de o2 est de considérer la moyenne des erreurs quadratiques des

prévisions, i.e de considérer I'estimateur ¢ défini récursivement pour tout n > 1 par

. . 1 =\2
0’54_ 2—|—+2<(Yn+1—XZ+19n) —U}%>

avec 05 = 0. On peut réécrire |'estimateur comme
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On admettra pour le moment la consistance de cet estimateur, mais on 1’établira par la suite pour
les estimateurs obtenus a l'aide d’algorithmes de Newton stochastiques. On a dong, par le théo-

réme de Slutsky,
o -0 H (6.0 ¢
e @’721 n—r+o0 Xd'

Dans la Figure 4.2, on prend une taille d’échantillon n = 5000 et on compare la fonction de répar-
tition d"une Chi-deux a 10 degrés de liberté, et celle de C,, avec & = 0.66 ou &« = 0.75. On voit que
dans les deux cas, la fonction de répartition de C,, s’approche de celle de la Chi-deux.Cela fait de

la variable aléatoire C,, un bon candidat pour construire des tests asymptotiques en ligne.

1.00-

0.75-

= C, avec o =0.66
x
hg 0.50- — Cyaveca=0.75

Chi deux

0.25-

0.00-

FIGURE 4.2 — Comparaison de la fonction de répartition de C, avec n = 5000, pour a« = 0.66 et
a = 0.75, et de celle d"une Chi 2 & 10 degrés de liberté dans le cadre du modele linéaire.

4.1.4 Application a la régression logistique

On se place dans le cadre de la régression logistique (1.2). On peut écrire 1'algorithme de gradient

stochastique moyenné comme

01 = 00— Y1 (77 (Xa00) = Yosn ) X

1 _
7’l+2 (9n+1 _971) ’

9n+1 = én +

exp(x)
Ltexp(x)
presque stire ainsi que la normalité asymptotique des estimateurs moyennés.

avec 71(x) = et 6 = 6p borné. Le théoréme suivant donne la vitesse de convergence

Théoréme 4.1.4. On suppose que X admet un moment d’ordre 3 et que V>G(0) est inversible. Alors pour
tout 6 > 0,

n n—+o00

10 — 9H2 =0 <W> ps et /n(0,—0) LN (0, H—l)
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b= & [ (67%) (1 (67)) xx7].

Démonstration. On a vu dans la preuve du Théoreme 3.2.4 que les hypotheses (PS1) et (PS2) sont
vérifiées. Il faut maintenant montrer que (PS3) est vérifiée. Afin de montrer que la Hessienne est

Lipschitzienne, on va montrer que 77(1 — 77) l’est. Pour tout x € IR, on a

exp(x) 1 B 1
1+expx)?  (exp(—x/2)+exp(x/2))2  4cosh(x/2)2

/ 1
n(x):( SZL'

et donc pour tout x, x’, |7t(x) — 7(x')| < § |x — |. De plus, comme

7

(21 = 7)) ()] = |7 (x) (1 = 27(x))| < | (x)

on a grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz
(01— ) (X)) = (e (1= ) (67X)| < 3| = 0)7X| < 1 In 6] X1,
et donc en particulier
IV2G(h) ~ V2G(6)],, < E [|( (1= ) (#7X) — (e (1= ) (67%) | 1XI?] < 3B [IXI7] 1 o]

et donc (PS3) est vérifiée. Il ne reste donc plus qu’a vérifier que I’hypothese (PS4) est également
vérifiée pour obtenir la normalité asymptotique. On a pour tout 1 € R?

%(h) == E [vhg (X, h) Vh(X,h)T} —E {(Y —n (hTX)>2 XXT]

et comme 77 est continue et bornée, et que Y est également bornée, on a bien que la fonction h —
%.(h) est continue sur RY. En notant £ = £(6), le TLC nous donne donc

Vi (0, —0) —“> N (0, H'ZH ).

n——+0o

De plus, on a

Y =E [(Y— T <9TX>>2XXT} —E []E [(Y— o (GTX))Z |X] XXT}

OrY|X ~ B (m (67X)), et donc

E [(Y —n (GTX>)2 yx] = Var[Y|x] = 7 (67X) (1— 7 (67x) ),

et on retrouve donc
T=FE [n (BTX> (1 —r (GTX)) XXT} —H
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ce qui conclut la preuve. O

Dans la Figure 4.3, on consideére le modele § = (1,1,1,1,1)T € RPet X ~ N (0,I5). De plus,
on a choisi ¢, = 5 et & = 0.66 ou 0.75. Enfin, on a calculé l'erreur quadratique moyenne des
estimateurs en générant 50 échantillons de taille n = 20000. On voit bien qu’au bout d"un certain
temps (n = 5000), les estimateurs obtenus a 1’aide de ’algorithme de gradient stochastique arrivent
a convergence. Arrivé a ce moment, I’étape de moyennisation permet bel et bien d’accélérer la
convergence. Cependant, on voit également que les estimateurs moyennés souffrent beaucoup en

cas de mauvaise initialisation.

10.00-

1.00-
SGD avec a =0.66
— SGDaveca=0.75
—— ASGD avec a =0.66

0.10- ASGD avec a =0.75

Erreur quadratique moyenne

0.01- »

1 10 100 1000 10000
Taille de I'échantillon

FIGURE 4.3 — Evolution de l'erreur quadratique moyenne par rapport a la taille de 1’échantillon

des estimateurs de gradients 6, (SGD) et de leurs versions moyennées 6,, (ASGD) dans le cadre de
la régression logistique.

De la méme fagon que pour le modele linéaire, pour tout x¢ € R?, ona
= L _
Vn (Xan - ng) — N <O,xgH 1x0)
n— oo
ce que I'on peut réécrire comme

To T
VXTH 1 "

et ainsi, si on connaissait un estimateur en ligne de H 1 on pourrait construire un intervalle

N(0,1)

confiance et un test en ligne pour x} 6. Un estimateur récursif en ligne de H serait pour tout n > 0

Hyr = Hy + niz (n (X,{ Hén) (1 —n (X,{Hén)) X1 X7y — Hn)
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ce que l'on peut réécrire comme

_ 1 & _ _
H, = Y (XkT Hek) (1 —n (X,{ Hek)) X1 XF,
n+15=

Cependant, inverser cette matrice a chaque itération peut étre trés cotiteux en terme de temps
de calculs si on s’y prend mal (on verra par la suite qu’en s’y prenant bien, cela ne représente
"que" O(d?) opérations). Cependant, on peut d’ores et déja remarquer que ’on peut réécrire le
TLC comme
7 L
nH'Y? (6, —0) —— N (0,1
VAHY2 (6, - 0) —£ 3 N (0,1)

et en appliquant le Théoréme de continuité, on obtient

|vaE2 @, —0)[" = n @ —0)"H @ —0) £ 23

n——+oo

et on obtient, via le Théoreme de Slutsky,

_ 2 _ =
C, e Hmi/z (8, — 6) H =1 (0, — Q)T H, (6, —90) _n_io: X3

et on peut ainsi construire un test asymptotique pour tester & = 6. En effet, Figure 4.4, on voit que
lorsque la taille d’échantillon augmente, on voit que la fonction de répartition de C, s’approche
de celle d'une Chi 2 & 5 degrés de liberté. A noter cependant que si a est trop grand, il semble
que l'agorithme de gradient met trop de temps avant d’arriver a convergence, ce qui implique une
moins bonne performance de 1’algorithme moyenné dans ce cas, et donc également de 1’estima-
teur de la Hessienne. Ceci peut expliquer en partie le fait que les résultats de la Figure 4.4 soient

légerement moins bon qu’attendu.

0.75-

. a=0.66
x
T 0-50- — =075

Chi deux

0.25-

0.00-

FIGURE 4.4 — Comparaison de la fonction de répartition de C,, avec n = 20000 et « = 0.66 ou
a = 0.75, et de la fonction de répartition d"une Chi deux a 5 degrés de liberté dans le cadre de la
régression logistique.
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4.1.5 Remarques

On a vu que l'algorithme moyenné permet d’accélérer les méthodes de gradient stochastiques,
notamment lorsque celles ci arrivent a convergence. Cependant, on a également vu qu’elles sont
assez sensibles a une mauvaise initialisation. Pour pallier ce probléme, une solution peut étre de
considérer une version pondérée de la moyennisation (voir [MP11]). Cette pondération permet
de donner plus de poids aux derniers estimateurs obtenus a 'aide de 'algorithme de gradient
stochastique (qui sont censés étre les meilleurs). On peut par exemple considérer un algorithme
pondéré de la forme [BGB20]

1

-
! Y- log(

n
log(k + 1)
k+1)w k;

avec w > 0. Le terme log(k + 1) permet donc de mettre plus de poids aux derniers estimateurs de
gradient. Dans la Figure 4.5 on peut voir que dans le cas de la régression logistique ot1 la mauvaise
initialisation pouvait conduire a des résultats moyens en pratique, la pondération permet de pallier

partiellement ce probléme.
10.00-

1.00- SGD avec a =0.66

SGD avec a =0.75

—  ASGD avec a =0.66

0.10- — ASGD avec a=0.75
WASGD avec a =0.66

WASGD avec a =0.75

Erreur quadratique moyenne

0.01-

1 10 100 1000 10000
Taille de I'échantillon

FIGURE 4.5 - Evolution de 'erreur quadratique moyenne par rapport a la taille de I’échantillon
des estimateurs de gradients 6, (SGD) et de leurs versions moyennées 0,, (ASGD) dans le cadre de
la régression logistique.

4.2 Algorithme de Newton stochastique

4.2.1 Idée de l'algorithme de Newton stochastique

Contrairement a ce que 'on peut faire en optimisation déterministe, on ne peut pas penser utiliser
l'algorithme de Newton stochastique pour améliorer la vitesse de convergence par rapport aux
estimateurs de gradient stochastiques moyennés. En effet, on a vu que sous certains criteres de

régularité, ceux-ci ont un comportement asymptotique optimal. L'idée est plutot de créer une suite
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de pas adaptée a toutes les directions du gradient, permettant de mieux traiter certains cas en
pratique. En effet, rappelons que les estimateurs de gradient stochastique (m,,),, vérifient

E [my11]|Fn] = my — 1011 VG (my) .
Ainsi, lorsque m,, ~ m, ona VG (m,) ~ V2G(m) (m, — m), et on a alors
E [y 1 — m|Fn] =~ my —m — v,1V>G(m) (m, —m) = (I — Y1 VZG (m)) (my —m).

Dans le cas ot les valeurs propres de V2G(m) sont a des échelles treés différentes, il n’est pas
possible de régler le parameétre ¢, pour que le pas soit adapté a toutes les directions. Prenons
I'exemple simple de la régression linéaire. Posons le modele

Y=X"9+¢

-2
(% )
0 10%

Il vient immédiatement que pour tout h,

V2G(h) = E [XXT} - (100_2 182> .

avece ~ N(0,1),0 € R? et

Ainsi, comme dans ce cadre on a exactement VG (1,) = V2G(m) (6, — 0), il vient, en notant §(!)

et 8 les coordonnées de 6, et en prenant les méme notations pour 6,

oo (- ) (-
o) (- ) )

Ainsi, choisir ¢, proche de 10 permettrait d’avoir un pas adapté pour la premiere coordonnée
mais ferait "exploser” la deuxiéme cordonnée, dans le sens ol pour les premiers pas, on aurait des
pas de l'ordre de 10*. Faire l'inverse, i.e prendre ¢, = 1072, permettrait cette fois-ci d’avoir un pas
adapté a la seconde coordonnée, mais on aurait un pas tres petit pour la premiére coordonnée, et les
estimateurs risqueraient de "ne pas bouger". Prendre un entre deux, i.e ¢, proche de 1, apporterait
les deux problemes, ce que semble indiquer la figure 4.6. A noter que pour la Figure 4.6, on a pris
un cas normalement plus simple que le précédent, i.e on a pris des valeurs propres égales a 0.1 et
10.
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1 2 3
0.5- 60
04- 401 le+dd-
0.3- 20- k
0.2- 0- i
0e+00- —{
0.1- K_’__— -20-
0.01 " " " " " —40- " " " " " ~le+44- " " " " "
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000 SGD
4 5 6 — ASGD
0.0- 500+ { 5.0e+44 - 0
0.2~ 0-fb—  0.0e+00- g
-5.0e+44 -
~0.4- -500-
R eyt -1.0e+45-
LEATA A e
-0.6- -1000- -1.5e+45-
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
Sample size

FIGURE 4.6 — Evolution des estimateurs de la premiere coordonnée (en haut) et de la deuxiéme (en
bas) pour, de gauche a droite, c, = 0.1,¢, = 1 etc, = 10.

Ainsi, une solution pour régler ce probléeme serait de supposer que V2G(m) est inversible et de
considérer un algorithme de Newton stochastique, i.e un algorithme de la forme

B 1
n—+1

Mpy1 = My V2G(m) Vg (Xns1, M) -

Dans le cas de la régression linéaire, on aurait alors

E [0,:1 — 0| Fu] = 0, — 0 — n}rlvzc(e)—lvzc(e) (6, —0) = (1 - l 1) (6, —0).

1
n—+1

entre les valeurs propres (tant qu’elles sont strictement positives). En effet, dans la figure 4.7, on

On aurait alors un biais E [0, — 0] = (6o — 0), et ce, quelles que soient les différences d’échelles

voit bien que les estimateurs des deux coordonnées arrivent rapidement a convergence.

— Newton

—08-
0 250 500 750 1000 0 250 500 750 1000
Sample size

FIGURE 4.7 — Evolution des estimateurs de la premiére coordonnée (& gauche) et de la deuxieme
coordonnée (a droite) pour 1’algorithme de Newton stochastique.

Cependant, on n’a généralement pas acces a la matrice Hessienne de G en m, et encore moins a son
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inverse. On va donc remplacer V2G(m) par un estimateur.

4.2.2 L’algorithme de Newton stochastique

Dans tout ce qui suit, on note H := V2G(m) et on suppose que 'hypothése (PS2) est vérifiée, i.e
que H est inversible. L'algorithme de Newton stochastique est défini de maniere récursive pour
tout n > 0 par [BGB20]

- - 1 — -
n’l,/H_l = my — mHn th (Xn+1,mn) (42)

- , ——1 . , . _ L. P . .
avec 1itg borné. De plus, H,,  est un estimateur récursif de H L symétrique et défini positif, et il
existe une filtration (F;,) telle que

e H, et 11, soient F,-mesurable.

e X, 11 estindépendant de F,.
A noter que si on considere la filtration générée par 1’échantillon et si H,, " ne dépend que de
X1,..., Xy et 1, ..., 1My, alors les hypotheses sur la filtration sont vérifiées. On verra dans les
Sections 4.2.5 et 4.2.6 comment construire de tels estimateurs en ligne de 1'inverse de la Hessienne
pour les régressions linéaires et logistiques. Afin d’assurer la convergence des estimateurs obtenus
a l'aide de I’algorithme de Newton stochastique, on suppose maintenant que I’hypothese suivante
est vérifiée :

(PS5) La Hessienne de G est uniformément bornée, i.e il existe une constante Ly telle que
pour tout 1 € RY,
V26|, < Lye.

Cas avec gradient et estimateurs de la Hessienne bornés

Afin d’obtenir "facilement" la convergence des estimateurs obtenus a 'aide de l’algorithme de

Newton stochastique, on fait d’abord I'’hypothése que 1'on a un gradient "borné", i.e :

(PS0’) On suppose qu'il existe une constante positive C telle que pour tout & € R¥ :
2
E |[|Vig (X, h)If] <.

De la méme fagon, pour simplifier les preuves et afin d’assurer la consistance des estimateurs, on

supposera que les valeurs propres de l'estimateur de la Hessienne sont uniformément bornées, i.e :

(HO) II existe des constantes strictement positives Aiyf, Asup telles que pour tout n > 0,
— 1 ——=—1
/\min (Hn ) Z Ainf et Amax (Hn ) S Asup-

A noter que cette hypothese est extrémement restrictive. Cependant, on donne ce cadre de travail

afin d’obtenir une premiere preuve assez simple de la consistance de 77,,.
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Théoreme 4.2.1. On suppose que les hypothése (PS0’), (PS2), (PS5) et (H0) sont vérifiées. Alors

- p.s
my ——— m.
n——+00

Démonstration. A l'aide d’'un développement de Taylor de la fonction G et grace a 'hypothese
(PS5),

G (mn—i-l)
= G (11y) 4+ VG (17t,) " (1 — 1) + (g — 1i,) " /01(1 — DYV2G (11 + t (171 — 1ty 11)) At (17141 — 17,

1
< G (if1y) + VG (mn)T(mnH—mn)Jr/o (1= ) [ V?G (i1 + t (17t — 11t 1))||, (|11 — 17|

< G () + VG (1) (i — ) + 5 11—
Alors, comme 7it,, 1 — 11, = —,%Hﬁ;lvhg (Xpa1, 1),
G (1y11) = G (1) = 22y VG (), Vg (X, ) + 5 o [ Vg (K )|
< G (1) = 57 VG (1) Hy Vi (X, ) + 30 s [ 190 (i ) P

On note maintenant V,, = G (i1,) — G(m). On peut alors réécrire I'inégalité précédente comme

Lyg 1 —-—1
7.

2 mr12 Vg (X1, 170) ||

1 - —1 N
Vit V= o= VG (mn) " H, Vg (Xut1, ) +

‘2
op

. .. . —1
et en prenant I’espérance conditionnelle, comme 771, et H,,~ sont F,-mesurables,

1 _ \T—-1 _ Lvc 1 ——1]|2 -2
E [Vu|F] < Vi = =5 VG (m) H, vc(mn)+2(n+1)2HHn ‘OPIE V8 (X1, 00) 2 |2
4.3)
Alors, grace a I’hypothese (PS0), il vient
1 ——1 - 2 CLVG 1 —1]|2
<V, — A -
E[Vial i < Vo= g (') 196 0m)P 4 =5 0o, [

Remarquons que grace a I'hypothese (HO0), on peut réécrire I'inégalité précédente comme

1

i CL 1
E [Vig1|Fu] < Vi — m)\inf VG (mn)Hz + == :

2 (12

De plus, on a

1 1
;0 WECLVGA;W < +o© p.s.
n=
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et grace au théoreme de Robbins-Siegmund, V;, converge presque slirement vers une variable aléa-

toire finie et 1

——Aing VG (171 || .
,1;”4-1 inf || VG () |* < 400 p.s
Cela implique nécessairement que liminf, |V G (11,)|| = 0 presque stirement. Comme G est stric-

tement convexe, cela implique aussi que
liminf ||, —m| =0 p.s et liminfV,, = liminf G (##1,) — G(m) =0 p.s,
n n n

et comme V), converge presque slirement vers une variable aléatoire, cela implique que G (ri,)
converge presque stirement vers G(m) et par stricte convexité, que 11, converge presque stirement

vers m. OJ

Cas général

On peut obtenir la convergence des estimateurs en faisant des hypotheéses moins fortes sur les
valeurs propres de I'estimateur de H~!. Plus précisément, on peut remplacer I’hypothese (HO)
par:
(H1) On peut controler les plus grandes valeurs propres de H,, et H,, "1 il existe B < (0,1/2)
tel que
Amax (Hn) =O(1) pus. et A max (H;l) =0 (nﬁ> p.s.

Cette hypothese implique que, sans méme savoir si 171, converge, on doit pouvoir contrdler le
comportement des valeurs propres (plus petite et plus grande) de 'estimateur de la Hessienne.
On verra Section 4.2.6 comment modifier les estimateurs récursifs naturels de la Hessienne afin
que cette hypothese soit vérifiée. De plus, on peut remplacer 'hypothése (PS0’) par I'hypothese
suivante :

(PS0”) 1l existe des constantes positives C, C’ telles que pour tout & € R?, on ait
E || Vig (X, 1)|*] < C+C'(G(h) - G(m)).

A noter que 'hypothese (PS0”) n’est pas beaucoup plus restrictive que (PS0). En effet, dans le
cas de la régression logistique, on peut voir qu’elles sont toutes les deux vérifiées avec un mini-
mum d’hypotheéses sur la variable explicative X. De plus, si la fonction est y-fortement convexe,
on a pour tout h € RY, ||h —m|]> < %(G(h) — G(m)), et I'hypothese (PS0) implique I’hypothese
(PS0”). De la méme facon, si les hypotheéses (PS0”) et (PS5) sont vérifiées, on a G(h) — G(m) <
L% ||l — m||*, et 'hypothese (PS0) est alors vérifiée. On peut maintenant montrer la forte consis-
tance des estimateurs.

Théoreme 4.2.2. On suppose que les hypothese (PS0”), (PS2), (PS5) et (H1) sont vérifiées. Alors

- p.s
my —— m.
n—r+00
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Démonstration. Rappelons que le développement de Taylor de la fonction G couplé a I'hypotheése
(PS5) nous donnent I'inégalité (4.3), i.e

=- L
E [Vii1|Fa] < Vi — VG (i) H, VG (1) + Y&~ HH

2 (n—l—l

i B (198 (X, ) 17

avec pour tout n > 0, V,, = G (1i1,) — G(m). Alors, grace a 'hypothese (PS0”), il vient

C/LVG

1 -1 CLVG
V Fal < +
E Vol ] < <1 2 (n+1)? HH”

2 (n+1

i

2 1 ——1 5 2
op> Vi — m)\mm (Hn > VG (1) ||” +

Remarquons que grace a I'hypothese (H1),

Z(n—HHH ‘jp<+oo p.s.

n>0

On a dong, en appliquant le théoreme de Robbins-Siegmund, que V;, converge presque slirement
vers une variable aléatoire finie et

1 - i
Y g min (Hy' ) VG ()| < oo pis

n>0

et comme, grace a I’hypothese (H1) on a

1 -1 1 1
———Amin ( H = = =+ -5,
n‘;n+1 ( ”) ng()n+1/\max(Hn) P
cela implique nécessairement que liminf, ||V G (#1,)|| = 0 presque stirement. Comme G est stric-
tement convexe, cela implique aussi que
liminf ||/, —m| =0 ps et liminfV,, = liminf G (ri1,) — G(m) =0 p.s,
n n n

et comme V), converge presque slirement vers une variable aléatoire, cela implique que G (7i,)
converge presque stirement vers G(m) et par stricte convexité, que 11, converge presque stirement

vers m. O]

4.2.3 Vitesses de convergence

Afin de d’obtenir les vitesses de convergence, on est "obligé" d’avoir la forte consistance de l'esti-
mateur de la Hessienne et de son inverse. Dans ce but, on introduit I’hypothese suivante :
(H2) Siles hypotheses (PS0”), (PS2),(PS5) et (H1) sont vérifiées, alors

— .S —1 .S -
H, 2 sH e H, —“5HT.
n——+400 n——+4o0

Cette hypothese veut tout simplement dire que si 'on a la convergence de 1i,, on a également la

op
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convergence del’estimateur de la Hessienne. On peut maintenant donner la vitesse de convergence
de l'algorithme de Newton stochastique.

Théoreme 4.2.3. On suppose que les hypotheses (PS0”), (PS2), (PS4), (PS5), (H1) et (H2) sont vérifiées.

Alors pour tout § > 0,
Inn)1+e
|ty — m|* = o (<n)> p.s..

De plus, si I'hypothese (PS1) est vérifiée, alors

5 Inn
ity —m|* = O (n) p-s-.

Démonstration. Remarquons d’abord que 1’on peut écrire I’algorithme de Newton comme

1 ——1 - 1 ——1x
mHn VG(mn)—i—niHn Cnil,s (4.4)

Myt1 — M = Wy — M — 1

avec &uy1 := Vg (Xus1,7y) — VG (1i1,). On a donc que (&) est une suite de différences de mar-
tingale par rapport a la filtration (). En linéarisant le gradient, on a alors

—1 - 1 ——1 =~ 1
H, H(mn—m)—n+1Hn 5n—|—m

~ ~ — 1
7/"ln+1_771:7'”11_77'1_ni_i_1 Hn énJrl
ot b, := VG (rit,) — H (1it, — m) est le terme de reste dans la décomposition de Taylor du gradient.

De plus, on peut réécrire 1’égalité précédente comme

_ _ 1 _ _ 1 /= _ - 1 —1; 1 —1z
Myy1 —m= n—m—n+1H 1H(mn—m)—n+1<Hn —Hl)H(mn_m)—mHn (Sn—i_er[ ¢n+]

B 1 - 1 /= 1 " 1 =1z 1 —=-1;

- (1_ n+1) Oty = m) = 223 (H" - )H(m”_m>_mH” On g e Gt

(4.5)

On peut donc montrer (récurrence immédiate) que pour toutn > 1,

. 1 1=l 3 B 5 1 71—1771~ 1 ”_1f71 _

mn—m:—fZ<Hk —H 1)H(mk—m)—fZHk bc+= Y Hy Gy (4.6)

= = =

=:A, =M,

A noter que M, est une martingale par rapport a la filtration (F,). A noter que grace aux hypo-
theses (PS0”) et (PS5), on a

. _ s LycC' |
E |[|&1]” 17| < B [1V0g (Ko, ) I | F| < C+C' (G () = G(m)) < C+ =25 [ty — m.

Vitesse de convergence de M,,. A noter que M, est une martingale mais pas nécéssairement de

carré intégrable. Cependant, on peut considérer la suite d’événements (Ay), -, définie pour tout
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<3

0 p mm

npar A, := {HH;l

=1 R _ _ _
comme H, ~ converge presque stirement vers H! (et que |[H~!|| = A_l), 14, converge presque

S my —m] <1 } Comme m, converge presque slirement vers m et

stirement vers 1. On peut maintenant réécrire M, comme

n—1 n—1
M, =Y Hiljala, + ) HiGr11 ¢
k=0 k=0

=My, =My,

et comme 1 ¢ converge presque sirement vers 0, on a

L =0 (5) b

et ce terme est donc négligeable. Afin d’obtenir la vitesse de convergence du terme de martingale

]\711,,1, on va calculer son crochet. Par linéarité de I’espérance, on a pour tout n > 1,
~ n-1 — 1= —1s T
(M), =) E [Hk Cht1 (Hk Ck+1) \fk] 1a,
k=0
n—1
—1 ~ ST — 1
=) H E {€k+1§k+1|]:k] Hy 1,4,
k=0

n—1 n—1
—1 _ _ —1 —1 _ o \T-1
=) H¢ E [th (Xes1, 111k) Ving (Xgsr, 1ix)" \fk} Hy 14, — Y Hy VG () VG (i) Hy 14,
— k=0

=X(1itg)

Comme H; 1, iy, 14, convergent presque stirement vers H!,m, 1, et par continuité de X (hypo-
these (PS4)), on a

1 - - ——1 . _ _
E [th (Xk+1,mk) th (Xk+1,mk)T |]:k} Hk 1Ak ﬂ H 1Z(m)H 1.

Ainsi, en appliquant le lemme de Toeplitz,
1 "= 1 — p.s . )
— E Hk [th Xk+1,mk) th (Xk+1,mk) |Fk] Hk 1Ak m H Z(M)H .

De plus, comme VG est Lyg-lipschitz, et comme 71, converge presque slirement vers m et comme
-1
H, converge vers H !, ona

2 212 e ps
IVG (I < L [F )l —ml* 20,

n—+o00

|F'v6 (m) ve (mk)THwa <A’
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En particulier, en appliquant le lemme de Toeplitz, on obtient

’EZﬁk_lVG(ﬁ()VG( )T Hy 14, —2— 0

n——+4o00

et donc
et en appliquant une loi des grands nombres pour les martingales vectorielles, on a pour tout § > 0

i =0 <(lnn)1+‘5> p.s

n

1

n+1M"

De plus, si (PS1) est vérifiée, on a

1 -
n—+1

2
Inn
n - O <]/l) p.S

Vitesse de convergence de A,. Remarquons d’abord que grace aux hypotheses (PS3) et (PS5), et

comme iy, et H, ! convergent presque stirement vers m et H ~1ona
(A" = H Y H i —m)| = ol —ml) ps et |H G| =o(lim—ml) ps.
Soit ¢ € (0,1). On introduit maintenant la suite d’évenement (A ) définie pour tout k > 1 par
Ape = {H (A"~ H™") HYG () +H;15kH < c [ —m||}.

D’apres ce qui précede, 1 AC_converge presque stirement vers 0. On peut alors réécrire HAnH H
,C

comme
ol = | (1- 1) At (B - ) BYG () + - H, S

i n+1)"" n41 " Y1 "

1 __ 1~
§< n+1>” o+ |]ﬁ1n—m||1An+mH(Hnl—H*1>HVG(ﬁ1n)+Hn15n "

Comme ||ty — m|| < ||Ay|| + M, , on obtient

A ~ 1 ——1 _ - — 1~
HAMHSQ_M) 1Ba] + MHM”;|+”+1H(H” — H) HYG () + By 5,

Ennotant ¢ =1 — ¢, comme 1 + x < ¢* et a I'aide d’une comparaison série intégrale,

I <1—;> <exp< ]i1}> < exp (—¢(In(n+1) —In(k+1))) < (1;2:)

j=k+1 i=k+
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Ainsi, on peut montrer a I’aide d"une récurrence que pour tout n > 0,

1A < ;k“ 11)kHMkH+(n+11> k;)(l;ci)

<Hk_1 - H—l) HVG (1) + H;lzs‘kH 1y

::R3,n ::R4,n
4.7)

Vitesse de convergence de Ry,. Comme 1gk converge presque stirement vers 0, on a
.C

”i (k+1)°
k+1

(Hk_l - H_1> HVG (7’7’1]() +H;15~kH 1AE < +o0 p.s.
k=0 g

et on obtient donc

1
(=

qui est négligeable dés que ¢ > 1/2,i.edésquec < 1/2.

Vitesse de convergence de R3,. Comme on a la vitesse de convergence de M, pour tout s > 0 (le
cas 6 = 0 correspondant au cas ot le gradient admet un moment conditionnel d’ordre strictement

plus grand que 2), il existe une variable aléatoire positive B; telle que pour tout k > 1,
[IMi]| < BsIn(k+1)'*7VE+1 ps.
Ainsi, on a

O(M) ps si¢<1/2

By H 1 1/245 (n+1)°
Ry < —2— Y (k+1)———In(k+ 1) Vk+1= s
" (n+1)Ck;( ) (k+ 1)k ( ) O<%)ps si¢ >1/2
et on conclut la preuve en prenant ¢ > 1/2,i.e en prenant c < 1/2. ]

4.2.4 Normalité asymptotique

Afin d’obtenir la normalité asymptotique des estimateurs, on est obligé d’avoir une vitesse de
convergence de l'estimateur de la Hessienne. Pour ce faire, on introduit ’hypothese suivante :
(H3) Si les hypotheses (PS07), (PS2), (PS3), (PS4), (PS5), (H1) et (H2) sont vérifiées, alors il

existe py > 0 tel que
- 2 1
|7, — =}, =0 <W> ps.

Cette hypothese signifie juste que obtenir une vitesse de convergence presque stire de I'estimateur
1, permet d’obtenir une vitesse de convergence presque stire de H,,. Le théoréme suivant nous
donne la normalité asymptotique des estimateurs obtenus a 1’aide d’algorithmes de Newton sto-
chastiques. En particulier, il nous indique que ces estimateurs ont un comportement asymptotique

optimal, dans le sens ot ils ont le méme comportement asymptotique que les M-estimateurs.
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Théoreme 4.2.4. On suppose que les hypotheses (PS0”), (PS1), (PS2), (PS3), (PS4), (PS5) (H1), (H2) et
(H3) sont vérifiées. Alors
i (i — ) —5 5 N (o,Hflefl)
n——+o00

avec ¥ =X(m) =E [th (X, m) th(X,m)T}.

Démonstration. On rappelle que 'on a

1 _ 1 n-1__ 1 n-1__ .
= m = 0 (B ) H () = Y B S Y
n > o

:2An =:M;

et on va donc donner les vitesses de convergence de ces termes pour montrer que c’est bien le

terme de martingale qui "porte" la convergence.

Vitesse de convergence de A,. Comme 7, converge presque stirement vers m et grace a ’hypo-
these (PS3), on a

60l = 0 (Ji—ml?) s

-1 . .
et donc, comme H,, converge presque stirement vers H!, en appliquant le lemme de Toeplitz et
grace au Théoreme 4.2.3, on obtient que pour tout J > 0,

k+1 <\ (S In(k+1)2+°
o (e 1) = (kzom &

S

n

i !

n—1
Y Hy 5
k=0

et dong,

1 71717_ 5
~) H 15
=i

Ce terme est donc négligeable. De la méme fagon, en appliquant le lemme de Toeplitz, grace au
Théoréme 4.2.3 et a 'hypothese (H3), on a

n=1, - . "lin(k+1)219 [T — _ vVk+1 -
Z(Hkl_H1>H(mk—m) an( PHH [ Hop((kﬂ)é’ ' - ) Y|l — m
= =0 (k+1) In(k+1)2+

1 n (k_|_1)1/2+5
:0<>_: (k+y7zmrz | P

et on obtient donc

1 . N (Inn)1/2+9

et ce comme py > 0, ce terme est négligeable.

Vitesse de convergence de M,. On a déja montré que M, = M, + My, oit My, est négligeable
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et M , est une martingale dont le crochet vérifie

(M), " H'=H .

" n—+oo

Il faut donc montrer que la condition de Lindeberg est vérifiée. Pour cela, il suffit de voir que grace
a I'hypothese (PS1), et comme H5k+1 H < NVig (Xis1, ) || + [|E [Vig (Xiw1, i1x) | Fill], ona

1= 2
min*
0

_ 242y L
E “ Hy §k+1H 1Ak\fk] < 2'*2IC, (1 + || — mHHZ”) HHk 1” Ja < 04+2 3 =2
Le TLC pour les martingales vectorielles nous donne donc

iy, —5— N (o, H‘12H‘1>
n—r+o0

ce qui conclut la preuve. O

4.2.5 Application au modele linéaire

On se place maintenant dans le cadre de la régression linéaire défini par (1.1). On rappelle que la
Hessienne de la fonction a minimiser G est définie pour tout & € R par V2G(h) = E [XXT], eton

supposera que cette matrice est définie positive. Un estimateur naturel de H = V2G(6) est donc

— 1

n
H, = X XTI + H,
. n—l—l(kzi K+ 0)

ou Hy est une matrice symétrique définie positive (on peut prendre Hy = I; par exemple). A noter

que 'on peut écrire H,, de maniére récursive comme

_ _ 1 _
Hn+1 = Hn + m (Xn+1X};+1 - Hn> .

On va maintenant s’intéresser a l'inversion de la matrice H,,. Pour cela, on va introduire la matrice

H, = (n+ 1)H, que l'on peut écrire comme
Hyi1 = Hy + X1 X0

Afin de réduire le temps de calcul, on ne va pas inverser directement cette matrice a chaque ité-
ration, mais plutdt utiliser la formule d’inversion de Ricatti (aussi appelée formule de Sherman-

Morrison) suivante :

Théoréme 4.2.5 (Formule de Riccati). Soit A € My(R) une matrice inversible et u,v € R%. Si 1+
T A1y #0,alors A + uvT est inversible et

(A + uvT> T A7l — (1 + UTA_1M> B Ay AL
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Démonstration. On a
<A1 — (1+0"Aa7"u) - AluvTA1> (A+uo")
=1+ A "~ (14074 ) A (wo” +uo" Ao
= [+ A7 0" — (14+07A7u) A (u (14074 M) 0")

=T+ A uoT — A Wuo”
= 1.

O]

En particulier, si A est une matrice définie positive, pour toutu € R ona 1+ u’A~'u > 1 etdonc
-1
(A + uuT> =A1- <1 + uTA_1u> A uuTAL

A noter que cette opération ne représente "que" O (d?) opérations. On peut donc mettre a jour

I'estimateur de I'inverse de la Hessienne comme suit :
-1
H.}y = H,' (1 + XLlH{anH) H, ' X1 X Hy !

avec H,il = (n+2)H,},.

estimateurs, ce qui conduit a I’algorithme de Newton stochastique suivant :

Ainsi, une fois que I'on a H, !, on peut facilement mettre a jours nos

~ ~ 1 — ~
9n+1 =0, + mHn (Yn—H - ngn+l> Xn+1

1
H, !, =H, '~ (1 + Xn+1H11_1Xn+1) H, ' X1 Xp 1 H, !

etH, To (n+1)H, . A noter que I'on pourrait réécrire 1’algorithme comme
én—i—l = én + Hn_l (Yn-i-l - ézxn+l> Xn—H

-1
H 11_}{ ! <1+Xn+lHr?1Xn+l> H 1Xn+1Xn+lH1;1'

On peut alors obtenir les vitesses de convergence des estimateurs, et ce, avec des hypothéses assez
faibles.

Théoreme 4.2.6. Si il existe n > 0 tel que X et € admettent des moments d’ordre 4 + 4n et 2 4 21, et si
E [XXT] est définie positive, alors

n—r+o00

16 — 6] _o<h;”> ps. et Vn(B-0) —— N (0,02H).
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Démonstration. On a déja vu que sous ces hypotheses, les hypotheses (PS1) a (PS4) sont vérifiées
et I'hypothese (PS0”) est clairement vérifiée. De plus pour tout & € R?, on a

[v2cll,, = e [xx7]| | <e[ixPe]

et I'hypothese (PS5) est donc vérifiée. De plus, comme X admet un moment d’ordre 4, on a par la
loi du log itéré

|, —H|f =0 <1“L“”> pes

et les hypotheses (H1) a (H3) sont vérifiées, ce qui conclut la preuve. O

Dans la Figure 4.8, on considere le modele
0=(-4,-3-2-1012345"eR?,  X~N(0diag(c?)), e e~N(01)

avec pour touti = 1,...,d, (71.2 = ;—22. On a donc la plus grande valeur propre de la Hessienne
qui est 100 fois plus grande que la plus petite. On voit bien Figure 4.8 que les estimateurs de
gradient peinent a arriver a convergence, et donc, que les estimateurs moyennés ne permettent pas
d’accélérer la convergence. A contrario, on voit bien que malgré ces différences d’échelles entre les

valeurs propres de la Hessienne, 1’algorithme de Newton stochastique converge treés rapidement.

100.0-

10.0- \

\ ASGD

— SGD
1.0-
SN

Quadratic mean error

0.1-

1 10 100 1000
Sample size

FIGURE 4.8 — Evolution de I'erreur quadratique moyenne des estimateurs de gradient 6, (SGD), de
leur version moyennée 6, (ASGD) et des estimateurs de Newton stochastique 6, (SN) en fonction

de la taille de 1’échantilon dans le cadre du modele linéaire.

De plus, on vu que pour 'algorithme de gradient stochastique moyenné, on a

1 — T— - L
Cn = ﬁn (9;1 — 9) Hn (971 — 9) m X%,
et de la méme fagon, on a
1 - T— ,x L
K, := ﬁi’l (91’1 — 9) H, (Gn — 0) m X%,

et on peut ainsi construire un test asymptotique pour tester & = 60y. En effet, Figure 4.9, on s’inté-
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resse aux fonctions de répartitions de C, et K, estimées a 1’aide de 5000 échantillons. On voit que
la fonction de répartition de K, s’approche de celle d"une Chi 2 & 10 degrés de liberté, tandis que
celle de C, en est trés loin. En effet, I'algorithme de gradient n’étant pas arrivé a convergence, la

moyennisation n’accelere pas du tout la convergence, voire la dessert.

1.00-

Co

=
Z0:50- — Kn

Chi Square

0.25-

0.00-

FIGURE 4.9 — Comparaison des fonctions de répartition de C, et K,,, pour n = 5000, et de la
fonction de répartition d'une Chi 2 a 10 degrés de liberté dans le cadre du modele linéaire.

De plus, on peut remarquer que pour tout xo € R? on peut réécrire le TLC comme
Vn (xgén — x%Q) LN (O, (szgH’lxo)
n—r—+400
ce que l’on peut réécrire comme

TG _ T
v Xo 00 — x50 c N(0,1).

—)
\Jo2xtH 1xg " tee

Ainsi, comme on dispose d"un estimateur en ligne de H™!, il ne reste qu’a avoir un estimateur
2

récursif de 0 pour obtenir des intervalles de confiance en ligne de x] 6. Une fagon pour estimer o

est de considérer I'erreur quadratique moyenne des prévisions,

1 = \?

2 _ T
o2 =Y, (Ye—X{ca)
n
k=1
ce que l'on peut réécrire de maniere récursive comme
2 2 iV2 2
Un+1 = U'n =+ ]/[7 ((Yi’l-i-l — Xn+19n) — 0'n> .

En effet, le théoréme suivant nous confirme que cet estimateur converge rapidement vers 2.

Théoreme 4.2.7. Si il existe 1 > 0 tel que X et € admettent des moments d’ordre 4 4- 4€ et 2 + 21 et que
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E [XXT] est inversible, alors pour tout § > 0,
1 1+6
o5 — UZ}Z =0 <(n’:l)> p.s.

Démonstration. Remarquons que ’on peut réécrire 02 comme

1 & - 2
agzﬁz(yk—x,{e—x,{(ek_l—e))
k=1
— nk221<Yk Xk ) n ; (Yk Xk )Xk (Gk_l 9)—1—”]{221()(]{ (Hk—l 0))
1 G, 2 1 2
= ;k;]ek—gkgekxk (6k—1 —0) —I—nk_21<Xk (6x 1—9))

Par la loi du log itéré, on a

Onnote F,, = 0 ((X1,Y1),...,(Xn, Yn)), et on peut remarquer que E [, X |Fx_1] = 0, et donc, en
appliquant le Théoréme 2.2.3, on obtient pour tout § > 0,
2

IVCULS I

n

1 ~
‘7’1 Z €kX{ (9](,1 — 9)
k=1

Enfin, on peut réécrire le dernier terme comme

1
n

ié(x{ (ék_l—e))zziina [(X,Z (ék_l—e))zyfk_l} i:

k=1

avec Ty = (X[ (61 — 9))2 —E [(XkT (61 — t9))2 |]-"k,1}. On a donc (Z¢) qui est une suite de
différences de martingales, et on a donc pour tout 5 > 0,

(e

De plus, on a grace au lemme de Toeplitz,

1
0

VB[ (X (01-9) 17 < [”X”}zukl— o =o (255 pe

O]

A noter qu’avec des résultats un peu plus poussés pour les martingales, on aurait pu avoir une
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vitesse de convergence beaucoup plus fine. On se contentera néanmoins de cette borne. En effet,
on a, grace au théoreme de Slutsky,

T8, — xob
Cop = V227 £, Ar(0,1).

-1 n——+o0o
24T T
\ oixg Hy, xg

En effet, Figure 4.10, on s’intéresse a la densité de C,,, i.e on prend xp = ¢; = (1,0, ..., O)T et on

compare sa densité a celle d’une loi normale centrée réduite. La densité de C,, est estimée a 'aide
de 1000 échantillons.

n=1000 n=5000

0.4- 0.4-

0.3- 0.3~
Lo .
X 02- 0.2- Loi normale
=

— Newton
0.1- 0.1-
0.0- 0.0-

50 25 00 25 50 -850 -25 00 25 50

FIGURE 4.10 — Comparaison de la densité de C,,, pour n = 1000 (a gauche) et n = 5000 (a droite),
et de la densité d"une loi normal centrée réduite dans le cadre de la régression linéaire.

On voit que I'estimation est plutdt bonne et que lorsque la taille d’échantillon augmente, la densité
de C,, s’approche de celle de la loi normale centrée réduite, ce qui légitime 1'usage de C,, pour
'obtention d’intervalles de confiance. En effet, on peut ainsi construire les intervalles de confiance

asymptotiques en ligne

~ 2xTH 'x
ICn,l,“(Q) = Xg@n + q)_l(l — a/Z)m

- Vi

ot @ !(1 — a/2) est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite. On parle d’in-
tervalles de confiance en ligne dans le sens ot1 on peut mettre a jours ces intervalles avec un cout
assez réduit en terme de temps de calculs. On peut également construire un rectangle de confiance
de niveau asymptotique au moins 1 — «. En effet, en considérant B = {ej, ..., ¢;} la base canonique
de RY, on a

d \/o2el Hye;
Ry o(0) =T | ef 6+ @ (1 - %) Vo
i=1

Nz

1

ot @ 1(1 — a/2d) est le quantile d’ordre 1 — a/2d de la loi normale centrée réduite.
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4.2.6 Application a la régression logistique

On se place maintenant dans le cadre de la régression logistique défini par (1.2). On rappelle éga-

lement que la Hessienne de la fonction que 1’on cherche a minimiser G est définie pour tout h € R?

i -5 r3) (1 () ]

X . . .
avec 77(x) ¢ . Un estimateur naturel de la Hessienne serait donc

.
S, = nil (so +k_fln (eTxk) (1 s (eTXk>) XkaT> .

Cependant, on ne connait généralement pas 6, et il va donc falloir le remplacer par un estimateur

en ligne de 6, conduisant a un premier algorithme de Newton stochastique

él/l-l-l =0, + " _1|_ 13;1 (Yn-i-l -7 (QZXM)) X1
Sne1 =S+ - Jlr : (n (é,{xnﬂ) (1 " (é,{xnﬂ)) X1 XD, — En)

i.e cela reviendrait a considérer S,, = %H (So+Xpy (X0 1) (1— 7 (X0 1)) Xk XT). Se posent
alors deux questions. La premiére est de savoir comment mettre a jour g,;lrl. Cela peut se faire en
utilisant encore une fois la formule de Riccati. De plus, est-ce que notre estimateur de la Hessienne
vérifie (H1) ? On est malheureusement incapable de suffisamment controler la plus petite valeur
propre de S, et on est donc obligé de proposer une version tronquée de I'algorithme de Newton

stochastique, i.e on va considérer [BGBP19]

Qpp1 =TT (Q{Xnﬂ) (1 -7 (ganH))

~ ~ 1 — ~
6n-l—l =0+ "+ 1Hn <Yn+1 -7 (6;XH+1)> Xn+l
—1
HyY = Hy' — a4 (1 + ap e XT +1HH‘1XH+1> Hy X, 1 XD, H !

avec Hy 1 symétrique et définie positive, 6o borné, H, = (n+1)H,, eta, 1 = max {zx,ﬂ_l, (nj-iﬁl)ﬁ}

aveccg > 0et B € (0,1/2). A noter que gréace a la formule de Riccati, on peut montrer que

n
H, =Ho+ Y et XX}
k=1

Le terme de troncature 4, permet de contrdler le comportement asymptotique de la plus petite
valeurs propre de H,. En effet, si X admet un moment d’ordre 2, on a
1 = C .
=Y ExxT g [XXT}
22:1 % =l kﬁ n——o00
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et en d’autres termes, si E [X X T] est inversible, on a

Amax ((Ho + Z kak>1) =0 (n1) ps,

ce qui nous permet d’obtenir la convergence des estimateurs [BGBP19, BGB20].

Théoréme 4.2.8. On suppose que X admet un moment d’ordre 2 et que H := V>G(0) est inversible. Alors

0, converge presque stirement vers 6. De plus, si X admet un moment d’ordre 4, alors
Inn A L -1
16, — 6] _o< ) ps. et Vu(l—0) —— N (0,H).

Démonstration. Vérification des hypotheses (PS1) a (PS5). On a déja vu que si X admet un mo-
ment d’ordre 4, les hypotheses (PS1) a (PS4) sont vérifiées. De plus, ona (1 — ) < 1/4 et donc
h) Hop <iE [HXHZ] , et 'hypothese (PS5) est donc vérifiée.

pour tout h €

Vérification de (H1). On a

1

— 1
)\min (Hn) N+ 1)\mm (HO + kZ:lakaXk) =~ u+s 1/\m1n <HO + Z Xka>

et donc

Amax (H;l) = (4 1) Amax (Ho + 2 Xka>_1 =0 (nﬁ) p.s.

De plus, comme a; < 1/4+ cg, ona

Amax(Hn)gAmax< _1H< o+z< +cﬁ>XkaT>>,

et par la loi forte des grands nombres, on a

1 1 ps (1 .
— <H0+ y ( +cﬂ> Xka) L <4+c5> E | xX"|.
et (H1) est donc vérifiée.

Conclusion 1. On a donc 6, qui converge presque stirement vers 6.

Vérification de (H2). A noter que I'on peut réécrire H,, comme

— 1

Hy= — [ Ho+ kil T (XkTék,1> (1 n (XkTék,Q) X XT +ké (ax — o) X XT

An
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De plus comme a; — a; # 0 si et seulement si o < %, il vient

kﬁ"

1 1 ] 2 1
< — || Xkl|” = — .S.
S L gir-o(%) pe
op

n

Z ap — o) Xe X[

De plus, on peut réécrire A, comme
n ~ n
An - 2 VZG (Gk 1 Z E,
k=1 k=1

avec By = 71 (X[ 0r_1) (1 — 7 (X[ 0c_1)) X X{ — V?G (0k). A noter que () est une suite de diffé-

rences de martingales par rapport a la filtration (F) et comme
1
E [16l17 1 7] < B [IX1°]
on a que pour tout 6 > 0,

1 n
) Ax
n+1k:l

()

n

On rappelle que la fonction & — V2G(h) est 1 E [HX Hﬂ -lipschitzienne et on a donc, grace au

Lemme de Toeplitz et comme 6, converge presque stirement vers 0,

1 n ) - B 1 2 2
n+1,§1v G (6k-1) H"Snﬂ ||+ ZlHV (6k—1) — V*G(0) ||
1 [H ]
< g IHI n+1)]§1H k1= 0] Hmo

i.e (H2) est donc vérifiée.

Conclusion 2. On a dong,

16, — 0] _o(h‘”> ps.

Vérification de (H3). Maintenant que 1'on a la vitesse de convergence de 6y, on peut reprendre la
calcul de A, pour avoir la vitesse de convergence de I'estimateur de la Hessienne. En effet, il existe

une variable aléatoire positive B telle que

Ly j 1 E[IX|?] & vink _ (Vinn
n+1;v2G(0k—1)_HH§1H_1||H||+4(n+1)Bk; NG _O(\/ﬁ>
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et on a donc, comme 8 < 1/2,
-7 2 1
|2, —H|f =0 (Mg) ps.
Conclusion 3. On a donc, comme E [th (X,0) Vig (X, B)T} = H,

Vi (0= 0) == N (0, HTY).

n—+-00

Figure 4.11, on considere le modéele
0=(L...,)TeR> et X~N(0diag(c?))

avec pour touti = 1,...,d, 07 = ;—22. On s’attend donc a ce que la plus grande valeur propre de la
Hessienne soit a peu pres 25 fois plus grande que la plus petite. On voit bien Figure 4.11 que les
estimateurs de gradient peinent a arriver a convergence, et donc, que les estimateurs moyennés
ne permettent pas d’accélérer la convergence. A contrario, on voit bien que malgré ces différences
d’échelles entre les valeurs propres de la Hessienne, I’algorithme de Newton stochastique converge
tres rapidement.

3 O \,
S
@ 1.0-
c
8 ASGD
1S
£ 03- — SGD
o
£ SN
[
>
Co1

1 10 100 1000

Sample size

FIGURE 4.11 — Evolution de l'erreur quadratique moyenne des estimateurs de gradient 6, (SGD),
de leur version moyennée 6, (ASGD) et des estimateurs de Newton stochastique (SN) en fonction
de la taille de I’échantillon dans le cadre de la régression logistique.

A noter que I’on a vu que 'on a, grace au théoreme de continuité,

j "H (6, —0) —== 13

n—+-00

Ainsi, comme H, converge presque stirement vers H, en appliquant le théoréme de Slutsky, on
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obtient

Ky :=n (6, —0) H, (6, — 0) —— x2.

n—-—+oo
En effet, Figure 4.12, on s’intéresse a la fonction de répartition de K, estimée a l'aide de 1000
échantillons. On voit que méme pour une relativement petite taille d’échantillon (n = 5000), la
fonction de répartition de K, s"approche de celle d'une Chi 2 a 10 degrés de liberté.

1.00-
0.75-

X 0.50- Kn
= 0.50

—— Chi Square

0.25-

0.00-

FIGURE 4.12 — Comparaison de la fonction de répartition de K,,, pour n = 5000, et de la fonction
de répartition d’une Chi 2 a 10 degrés de liberté.

A noter également que I'on peut réécrire la normalité asymptotique comme
Vn (xgén — x%@) LN (0, xgH’lx())
n—r+00

ce que I'on peut réécrire comme

Ty _ 5T
vt m X8 £ o)

7
_>
/xgH,1x0 n——+00

et grace au théoreme de Slutsky, on obtient

Ty _ T
N LN VT )

——1 n—r—+oo
/4T
xoH, xo

En effet, Figure 4.10, on s’intéresse a la densité de C,,, i.e on prend xp = ¢; = (1,0, ..., O)T et on
compare sa densité a celle d"une loi normale centrée réduite. La densité de C,, est estimée a 1’aide
de 1000 échantillons.
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n=1000 n=5000

0.4- 0.4-
03- 0.3-
< N
é, 0.2- 0.2- Loi normale
— Newton
0.1- 0.1-
0.0- 0.0-

-5.0 -25 0.0 25 5.0 -5.0 -2.5 0.0 25 5.0

FIGURE 4.13 — Comparaison de la densité de C,,, pour n = 1000 (a gauche) et n = 5000 (a droite),
et de la densité d"une loi normal centrée réduite.

On voit que I'estimation est plutoét bonne et ce, méme pour une taille d’échantillon raisonnable
(n = 1000). Ceci légitime donc l'usage de C,, pour l'obtention d’intervalles de confiance, i.e on

considere les intervalles de confiance asymptotiques en ligne suivant

. \/xTﬁ_lx
P |x]0 e |16, £ 0 1(1—ay2) V0" 0

\/ﬁ n%—i—oo,

ot @ 1(1 — a/2) est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale centrée réduite. On peut éga-
lement construire un rectangle de confiance de niveau asymptotique au moins 1 — «. En effet, en

considérant B {=ey,...,e;} la base canonique de R? on a

d \/e'H,e;
Ry o(0) =TT | el + @ (1 - i) Voo
i=1

2d) "

ot @ (1 — a/2d) est le quantile d’ordre 1 — a/2d de la loi normale centrée réduite.
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